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ONSOZ

Dért yillik mesleki lise egitimin {igiincii siiflar i¢cin MATEMATIK ders kitabr,
ayni adl1 zorunlu dersin miifredatina uygun olarak yazilmistir. Jeoloji-Madencilik ve
Metalurji alanindaki dgrencilere, Jeoloji, Madencilik ve Metalurji sektoriine, Insaat-
Jeodezi alanindaki 6grencilere, Insaat ve Jeodezi sektdriine, Elektroteknik alanindaki
ogrencilere, Elektroteknik sektoriine, Makine alanindaki 6grencilere, Makine sektoriine,
Ulasim alanindaki 6grencilere, Ulagim, Nakliye ve Depolama sektoriine, Tekstil-Deri
alanindaki 6grencilere, Tekstil, Deri ve Benzeri Uriinler sektdriine ve Kimya-Teknoloji
alanindaki 6grencilere, Kimya ve Teknoloji sektoriine yoneliktir.

Yazarlar, ongoriilen igerigi miifredatin uygulanmasina yonelik didaktik-metodik
kilavuza uygun olarak islemeye ¢alismislardir. Ders kitabi modiiler olarak tasarlanmistir
ve bes modiiler tiniteden olusmaktadir:

+ Ustel Fonksiyon. Ustel Denklem
* Logaritmik Fonksiyon. Logaritmik Denklem
» Herhangi A¢inin Trigonometrik Fonksiyonlar1
* Diizlemde Analitik Geometri
* Kombinasyon ve Olasilik
Her bir ders konusu kapsaminda, kural olarak ¢oziilmiis 6rnekler ve cizimlerle
gosterilen ongoriilen icerikler islenmistir. Her ders iinitesinin sonunda, derste bagimsiz
calisma veya ev ddevi i¢in alistirmalar verilmistir, bu da dersin devami niteligindedir
ve her ders konusunun sonunda materyalin tekrar1 ve pekistirilmesi i¢in alistirmalar
bulunmaktadir. Alistirmalarin ¢oziimleri ve cevaplar1 ve yazarlarin se¢imine gore,
bazen bunlarin nasil ¢oziilecegine dair talimatlar ders kitabinin sonunda verilmistir.
Bu kitabin 6grencilerin matematigi daha ¢ok sevmelerine ve sirlarina erismelerine
katkida bulunacagina inandiklarindan o6tiirli, yazarlar icerigin iyilestirilmesi i¢in her
tiirlli 1yi niyetli elestiri veya yorum i¢in simdiden minnettar olacaklardir.

Haziran, 2021 Yazarlar







1. USTEL FONKSiYON. USTEL DENKLEM

1.1. Ustel Fonksiyonun Kavram ve Temel Ozellikleri

Ustel Fonksivon Kavram

Bu derste, reel iislii kuvvet kavramiyla yakindan iliskili olan iistel fonksiyon kav-
ramin1 tanitacagiz. Bu nedenle, baslangigta reel iislii kuvvet kavramini hatirlayacak ve
temel Ozelliklerini listeleyecegiz.

Herhangi bir a > 0 reel sayis1 ve herhangi bir X reel say1s1 i¢in, a* kuvveti tek olarak
belli olacak sekilde tanimlanmis bir reel sayidir. Asagidaki 6zellikler gecerlidir:

1° Her X reel sayisi i¢in, @ > 0;

2°a’=1;

3° Her X ve Y reel sayisi i¢in, a* -a¥ = a**V;

X

4° Her X ve Y reel sayisi i¢in, =a7;

ay

5° Her X ve y reel sayis1 i¢in, a™* = p” ;

6° Her X ve y reel sayisi i¢in, (&%) = (a¥)* = a*V;
7° Her x ve y reel sayisi igin, (ab)* = a*b*

a

:?,

8° Her X ve y reel sayist i¢in, (%) x

9°a>1vex<yise, a*<a;

10°0<a<lvex<yise, a>a;

11°a*>1,a>1, x> 0 igin;

12°a*<1,a>1, x <0 igin;

13°a*<1,0<a, x>0 i¢in;

14°x>0,0<a<l, x <0igin;

15°a>0,a# 1, A>0icin, a* = A olacak sekilde bir tek X reel sayis1 vardir.

Herhangi bir a > 0 reel sayis1 ve herhangi bir x reel sayisi i¢in a* kuvvetinin benzersiz
sekilde tanimlanmis bir reel say1 olmasi, yeni bir reel fonksiyon sinifinin tanitilmasina
olanak tanir.

Tamim 1. a > 0 ve a # 1 olmak iizere, y = f (X) = a* bi¢imindeki fonksiyona, tistel
fonksiyon denir.




Moduler Birim 1

a # 1 sinirlamasi, @ = 1 oldugunda f (X) = @* = 1* = 1 fonksiyonunun sabit fonksiyon
olmasindan kaynaklanmaktadir ve onu iistel fonksiyonlar sinifina dahil etmeyecegiz.

Ornek1.y=2%, y= [lj , ¥y=0,25%, y= (\/g )Xfonksiyonlarl iistel fonksiyonlara
ornektir. 3
Alistirma 2. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri tisteldir?

1

a)y=x> b)y=7"  ¢)y=2x d) y =4~
Coziim. b), ¢) ve d) altindaki fonksiyonlar iisteldir.

Ustel Fonksiyonun Temel Ozellikleri

Ustel fonksiyonun tanimi ve reel iislii kuvvetin dzelliklerini kullanarak, iistel fonk-
siyonun asagidaki 6zelliklerine ulasiriz.

*a>0vea#1 i¢in @ kuvveti X’in her degeri i¢in tanimlidur.

Bu nedenle, tistel fonksiyonun tanim kiimesi D, reel sayilar kiimesidir, yani D, = R

* Reel iislii kuvvetin 1° ve 15° 6zelliklerinden, iistel fonksiyonun deger kiimesinin
tiim pozitif reel sayilardan olustugu sonucu ¢ikar, yani V, = R

* Ayrica, 10° ve 15° 6zelliklerinden, her iistel fonksiyonun y = a* grafiginin X ekse-
ninin lizerinde kesintisiz bir ¢izgi oldugu sonucuna varabiliriz.

* 2’ = 1 oldugundan, her a > 0 i¢in, iistel fonksiyonun grafigi y eksenini (0,1) nok-
tasinda keser.

* 9° ve 10° dzelliklerinden, a >1 i¢in X, <X, ise X, <X, ve 0 <a <l i¢in X <X, ise a*
< a® oldugunu elde ederiz. Bu, y = a* fonksiyonunun monoton oldugu anlamina gelir.
Daha dogrusu, a >1 i¢in y = @* fonksiyonu reel sayilar kiimesinde monoton artandir, 0
<a<l igin ise, y = a* fonksiyonu reel sayilar kiimesinde monoton azalandir.

Ornek 3. y = 2* fonksiyonunun dzelliklerini belirtelim.

Fonksiyonun tanim kiimesi D, reel sayilar kiimesidir, yani D, = R, fonksiyonun deger
kiimesi ise tiim pozitif reel sayilardan olusur, yani V, = R*.

Fonksiyonun grafigi x ekseninin tlizerinde kesintisiz bir ¢izgidir ve y eksenini (0,1)
noktasinda keser.

2 > 1 oldugundan fonksiyon reel sayilar kiimesinde artandr.
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Alstirma 4. Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini bulunuz:

1Y ,
a)y =2 b)y=(§j y=3 ¢y=4"

Coziim. a) Tamim kiimesi reel sayilar kiimesidir, yani D, = R.

b) Tanim kiimesi reel sayilar kiimesidir, yani D, = R.

c) L kesri, X # 0 olan tiim reel sayilar igin tanimlidir, bu nedenle D, = R\ {0}.
X

¢) Karekok negatif olmayan reel sayilar i¢in tanimlidir, bu nedenle D, = [0,+00).

Alistirma 5. Asagidaki fonksiyonlarin monotonlugunu inceleyin:

a)y=3 b)y:@ 0 y=0,7° c)y=@

Coziim. a) ve ¢) altindaki fonksiyonlar, {issiin taban1 1’den biiyiik oldugu i¢in mo-
noton artandir, b) ve c) altindaki fonksiyonlar ise {issiin tabani 0 ile 1 arasinda bir reel
say1 oldugu i¢in monoton azalandir.

Alstirma 6. Verilen esitsizliklerde hangi say1 daha biiytiktiir, x mi yoksa y mi?
a) 0,4*> 0,4 b) 1,4*> 1,4

Coziim. a) 0, 4* iistel fonksiyonu monoton azalan oldugundan, 0,4 *> 0,4 oldugun-
da x <y olur.

b) 1, 4*iistel fonksiyonu monoton artan oldugundan, 1,4*>1,4Y oldugunda X >y olur.

Alistirmalar

1. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri iisteldir?
1

Dy=5" by=3¢  gy=73 gy=4"
2. Asagidaki fonksiyonlarin 6zelliklerini belirtin:

1 X
a)y=3" b) y= (EJ y=52" ¢y=04

3. Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini bulunuz:
1

1x+l 1
a)y =32 b)y:@ Oy=4r1  y=7"%

4. Asagidaki fonksiyonlarin monotonlugunu inceleyin:
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X X+3
2 3
a)y =7 b)y= [gj €)y=0.2"" ¢) Y= (gj

5. Verilen esitsizliklerde hangi say1 daha biiytiktiir, X mi yoksa y mi?

x y
e (g
T T
1.2. Ustel Fonksiyonun Grafigi

Simdi, y = a* iistel fonksiyonunun grafigini segilen bir dik koordinat sistemi XOy’de
olusturacagiz. Onceki derste belirttigimiz 6zelliklerden, iistel fonksiyonun grafiginin x
ekseninin iizerinde kesintisiz bir ¢izgi oldugunu ve y eksenini (0,1) noktasinda kestigini
biliyoruz.

Ornek 1.y = 2* fonksiyonunun grafigini ¢izelim.
Grafikten birkag¢ nokta buluyoruz:

_2Xl l
y==173% 172

Tablodaki fonksiyon degerlerini su sekilde elde ettigimizi belirtelim:

B 1 1 _ 1
y(=2)=2 : =2—2=Z, y(-1)=2 1=E, Y(O):20=1,

y(h=2"'=2, y@)=2%>=4.

Daha sonra bunlar1 dik koordinat sistemi XOy’de isaretliyoruz. y = 2*’in monoton artan
bir fonksiyon oldugunu g6z 6niinde bulundurarak daha fazla nokta isaretlersek, grafigi
hakkinda sezgisel bir fikir elde ederiz (sekil 1).

VA VA
4 ................ .,
2|
1
2 -1 O ] 2+
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X degerleri sinirsiz bir sekilde azaldiginda, fonksiyonun karsilik gelen degerlerinin
pozitif kaldigini, azaldigini ve asla sifir degerine ulasmadigini belirtelim. Bu, fonksiyo-
nun grafiginin X eksenine yaklastigi, ancak asla x eksenini kesmedigi veya dokunma-
dig1 anlamina gelir. O zaman X ekseninin Y = 2*. fonksiyonunun grafiginin asimptotu
oldugunu soyleriz.

Ornek 2. y = (%) fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

Grafiginin birka¢ noktasini buluyoruz:

X 2 1 -1 0
1 X

=| = 4 2 1
g @

Elde edilen noktalar1 XOy koordinat sisteminde isaretliyoruz. Bu noktalar1 kesintisiz bir
cizgiyle birlestirerek fonksiyonunun grafigini elde ederiz (sekil 2).

[\)|»—A —
A= |

X degerleri sinirsiz bir sekilde arttiginda, fonksiyonun karsilik gelen degerlerinin po-
zitif kaldigini, azaldigini ve asla sifir degerine ulasmadigini belirtelim. Bu, fonksiyonun
grafiginin X eksenine yaklastigi, ancak asla x eksenini kesmedigi veya dokunmadigi

X

anlamma gelir. O zaman X ekseninin Y = (—) . fonksiyonunun grafiginin asimptotu
oldugunu soyleriz. 2

Onceki orneklerden elde edilen sonug genel olarak da gegerlidir. Daha dogrusu, a
>1 i¢in X degerleri sinirsiz bir sekilde azaldiginda, fonksiyonun karsilik gelen degerleri
pozitif kalir, azalir ve asla sifir degerine ulasmaz, yani X ekseni y = a* fonksiyonunun
grafiginin asimptotudur (sekil 3).

Benzer sekilde, 0 < a <1 i¢in x degerleri sinirsiz bir sekilde arttiginda, fonksiyonun
karsilik gelen degerleri pozitif kalir, azalir ve asla sifir degerine ulasmaz, yani x- ekseni
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y = @ fonksiyonunun grafiginin asimptotudur (¢izim 4).

y=a

\ O<axl

R

vl
—

ety

Cizim 3

Y

Ornek 3. Ayn1 koordinat sisteminde asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini gizelim:

1Y *
a)y=2"ve y:bj b)y=3*ve y=(§j

: 1\ _
10 1 2 x
Cizim 6

2

y=2vey= (5j fonksiyonlarinin grafiklerinin y eksenine gore simetrik oldugu-

nu goriiyoruz (sekil 5). Gergcekten de, M(X, y) noktas1 y = 2* fonksiyonunun grafigi-
X
ne aitse, o zaman N (=X, Y) noktas1 y =(lj fonksiyonunun grafigine aittir, ¢linkii

—po L (1]
27 \2

Benzer sekilde, y = 3* ve Y = (g] fonksiyonlarinin grafiklerinin y eksenine gore

simetrik oldugu gosterilebilir (sekil 6).

10
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X
Son ornekten elde edilen gozlemler, y = a* ve y = (lj olmak iizere herhangi iki
a
iistel fonksiyon icin gecgerlidir. Gergekten de, M(X, y) noktas1 y = @* fonksiyonunun

grafigine aitse, 0 zaman Yy = a* noktas1 y = (—J , fonksiyonunun grafigine aittir, ¢iinkii
a

-X
a¥=a ™= %X = (lj dir.
a a

Ornek 4. Sekil 7 ve sekil 8°de bazi iistel fonksiyonlarm grafikleri ¢izilmistir:

a)y=a*péra>l1 b)y=a*pér0<a<l
VA VA
8 | (| 115
7 /r’ |\ 4
3/ | \ -4
a>1 © [
5 l,"_,l"
/]
4r [/
3 rll i}
Ay at
2
/ i -
AR BAgP 13 =

Sekil 7 Sekil 8

Yukaridaki 6rnekten, X > 0 i¢in ayn1 deger igin, y=a *, y=a %, ..., istel fonksiyonlarinin
degerlerm.lr? 6.11, a,..,a,a,..> 1 Qegerlerlyle ayql sirada oldugunu ve 0 < C-.l]? a,,..<
1 degerleri igin @, a,, ..., degerlerinin sirasinin tersi oldugunu gozlemleyebiliriz.

Qte yandan, X <0 i¢in ayni deger icin, y?a.lx, y=a, ..., istel fonk51yonlar.1¥11.n deger-
leri,a, a,, ... > 1 degerlerinin sirasinin tersidir ve 0 <a,, a,, ... < 1 degerlerii¢ina,, a,,
..., degerleriyle ayni siradadir.

Ornek 5. y = 2%+ 1. fonksiyonunun grafigini ¢izelim.
Grafiginin birkag¢ noktasini1 buluyoruz:

X 2l aafo] ]2
R
= 2" 2|24
y 4|2
E
y=2"+1 202127

11
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Yukaridaki tabloya ek olarak, y = 2*+ 1 fonksiyonunun grafigi, y = 2* fonksiyonunun
grafiginin y- ekseninin pozitif yoniinde 1 birim kaydirilmasiyla elde edilebilir (¢izim 9).

Sekil 9

Ornek 6.y = 2*—1 fonksiyonunun grafigini ¢izelim.
Grafiginin birka¢ noktasini buluyoruz:

X R ) -1 0 1 2
1 1
y:2x Z E 1 2 4
—nxl 1 1 1
y=2"1 |2/ = 21112
8 4 2

Yukaridaki tabloya ek olarak, y = 2*! iistel fonksiyonunun grafigi, y = 2* iistel fonksi-
yonunun grafiginin x- ekseninin pozitif yoniinde 1 birim kaydirilmasiyla elde edilebilir

Ahstirmalar
1. Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz:

12
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QY= 5 b)y=@ 9y= -2 9 y=—@

2. Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin:

X
a) y= (%) , araliginda —1<x < 2; b)y=2-3* x <1 i¢in.

3. Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin:

X+1
a)y=2x—-2 b)yz(%]

1.3. Ustel Denklem

Ustel Denklem Kavrami

Tamim 1. Taban1 1°den farkli pozitif bir reel say1 olan, bilinmeyenin iis oldugu en az
bir iislii ifade bulunan bir denkleme iistel denklem denir.

Ornek 1.2x=8,43=x—2 2,3%3=5.3*+ 49 ve X—(lj =3. & denklemleri
iistel denklem ornekleridir.. 2
Alistirma 2. Asagidaki denklemlerden hangileri iisteldir?
a) %3 = 4x+2; b) (_3)x+7 =X+ 2; C) SJE =7+ X2; (;) g _ 2
3 4
Coziim. a), c¢) ve ¢) altindaki denklemler iisteldir, b) altindaki denklem ise iistel
degildir ¢linkii iissiin taban1 pozitif bir reel say1 degildir.

Bazi1 Ustel Denklem Tiirlerinin Coziimii

Ustel denklemleri reel sayilar kiimesinde ¢dzecegiz. Tiim iistel denklemleri kapsayan
genel bir ¢6ziim yontemi yoktur. Bu nedenle, amacimiz matematigin mevcut ¢alisma-
sindan bildigimiz tekniklere dayanan belirli kurallar1 uygulayarak bunlarin bir kismini
¢Ozmektir.

Asagida bazi tistel denklem tiirlerini ¢6zecegiz.

1. A+ m=0, A>0, A # 1, m<0 tiiriindeki denklemler

Alistirma 3. 3* = 27 denklemini ¢oziiniiz.

13
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Coziim. Verilen 3*= 27 denklemini 3* = 3° seklinde yaziyoruz, bununla verilen denk-
leme denk bir denklem elde etmemizi saglar. Daha sonra {istel fonksiyonun 6nemli bir
ozelligini kullanacagiz, yani:

a>0,a#1,a1 =a%2ancak ve ancak X, =X, ise.

Bu anlamda, 3*=3* & x =3, bu da 3*= 27 denkleminin tek ¢ézlimiiniin X = 3 oldugu
sonucuna varmamizi saglar. Kontrol: 3° = 27.

Alistirma 4. Asagidaki denklemleri ¢6ziin:

X 4

] 5\ 64 I
- py=1  of2] =2 o[l
=g P )(4J T (5)

2
Ciiziim.a)4":% & 4X=[%j S 4 =47 x==2

Yoklama: 472 = Lz = L
4 16

b) 5* < 5* =5« x= 0. Yoklama 5°=1.
X X 3 X -3
o2 20 L (3) _(2) of2) 2(2)] o x=23
4 125 4 5 4 4
-3 3
4 4
Yoklama: 2 =| — =6—.
4 5 125

4
c)zs*:@j o =5t s 2x=—4 & x=-2.

2 4
Yoklama: 2572 = (Lj = (lj .
25 5

Alistirma 5. Asagidaki denklemleri ¢6ziin:

5X 3X X 2x-1
=2 p3r=147 oFr_7
5 3 4

¢) 32— 3+l 4 3y =201

3 3
b)3.7"=147 & T'=49 &> T*=T2 & x=2
4x 7! 4 77t 4% 49 4\ 4
- I ()

X X X
Coziim. a)%=3_ = (2) =— << x=1

C)—: I
4 7 4 7 4 49\

¢) 32— 341 4+ 3=21 & 9.3~ 3.3+ 3 =21 &3 (9~ 3+1) =21 & =3 > x =1,

14
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II. A™ + m = 0 tiiriindeki denklemler, A>0, A # 1, m<0

Alistirma 6. Asagidaki denklemleri ¢6ziiniiz: Xl e
a) 3% =81 b) 231 =32 ¢) 3¥ =81 ¢) 3« (Ej =1

Coziim. a) 3 =8l 3 =3 o x+5=4x=—1
b) 2% 1=32 2% 1= 3x-1=5<x=2
0)3¥=8le¥¥=3Fox=4x==%2

X4l Xl Xy X+1
¢) 3 X (gj =1 & 3 x :3°©——(x+1)=0<:> X+1=X(X+1)
X
o X =1 x=+l1.

Alistirma 7. Asagidaki denklemleri ¢6ziin:
a) 31 =927 b) 7x2—3x+1 =% 0) 5x2—3x+3,5 _ 125\/5 ©) (25x+1)x—2 =1

Coziim. 2) 3" '=27=3" 1= o x2- =3 x=4X=%2
b) 7% > =% o 77l o P 3x+l=-1 o X1 =3x+2=0 &

< X =1 X, =2

€) 5K 1255 o 5T 505 o x2 3% 135235

& X2 -3x=0 < % =0, X,=3

¢) 252 =1 o (B2 o] o 2D 50 o (x4 1) (x-2)=0 <
S X ==1, X, =2

IIL a(A™)? + bA™ + ¢ = 0 tiiriindeki denklemler

A'® =t degisimi ile A’ =t ikinci dereceden denklemini elde ederiz. Ikinci dereceden
denklemin her ¢oziimii igin A'™ = t {istel denklemini ¢ozeriz.

Alistirma 8. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz:

a)2%—62+8=0 b)16*—34+2=0 )4 +32-4=0

Coziim. a) 2% — 6:2*+ 8 = 0 denklemi, 2* = t degisimi ile kokleri t, =2 ve t, =4 olan
t> — 6t + 8 = 0 denklemine indirgenir. Bu nedenle, yapilan degisiklikle, 2* =2 ve 2*=4
denklemlerini elde ederiz. Bunlari ¢ozerek verilen denklemin ¢dziimlerini X, = 1 ve X,
= 2 olarak buluruz.

b) 16*— 3-4*+ 2 = 0 denklemi, 4* = tdegisimi ile t* — 3t + 2 = 0 denklemine doniisiir.
Bu denklemin kokleri 1'= 1 ve 2' = 2’dir. Buradan 4* = 1 ve 4* = 2 denklemlerini elde

1
ederiz. Bunlari ¢ozerek verilen denklemin ¢oziimlerini X, = 0 ve X, = By elde edilir.
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¢) 4+ 3.2 — 4 = ( denklemi, 2* = t degisimi ile t* + 3t — 4 = 0 denklemine doniisiir.
Bu denklemin kokleri t, =—4 ve t, = 1°dir. Buradan 2* = —4 ve 2* = 1 denklemlerini elde
ederiz. 2*=—4 denkleminin reel sayilar kiimesinde ¢6ziimii yoktur, 2* = —4 denkleminin
¢Ozlimii ise X = 0°dir. Dolayisiyla, verilen denklemin tek ¢6ziimii X = 0°dir. 4

Alistirma 9. D'[enklemleri ¢oziiniiz:
a) 12XB1-¥81=27  b)27"—4.37 4320 o +a=26

Coziim. a) 12X/81 ~(X/81) =27 denklemi, %81 = t degisimi ile £ 12t + 27 = 0
denklemine doniisiir. Bu denklemin kokleri t = 9 ve t, = 3’tiir. Buradan 2081 =9 ve
281 =3 denklemlerini elde ederiz. Bunlari ¢ozerek verilen denklemin ¢oziimlerini X
=1 ve x, =2 elde edilir..

b) Verilen 272 4.3 1329 denklemi, (33*/;)2 —4.3%% 13- denklemine

denktir. Bu denklem, Pt degisimi ile t> — 4t + 3 = 0 denklemine doniisiir. Bu
denklemin kokleri 1t = 1 ve 1t= I’tiir. Buradan 3* =1 ve 33X _ 3 denklemlerini elde

ederiz. Bunlari ¢ozerek verilen denklemin ¢oziimlerini X, = 0 ve X, = 5 olarak buluruz.

¢) 9% + 4% = 2.6* denklemi, 9* + 4* = 2.6* denklemine esdegerdir. Bu denklem,

3% 3" 3 3V (3)
+1=2.=—denklemine doniislir| — | +1=2|=|.| = | =tdegisimiilet’—2t+1=
2% 2X 2 2) \2

0 denklemini elde ederiz. Bu denklemin ¢ift kokii t = 1°dir. Degisimi geri yerine koyarak

(ij =1 denklemini elde ederiz ve buradan verilen denklemin tek ¢6ziimii X = 0’dir. ¢

16



USTEL FONKSIYON. USTEL DENKLEM

Ahstirmalar
1. Verilen denklemleri ¢6ziiniiz:

10 M
)9 —_1_ b 5*:(31,25) ¢) (10) -0,1=1000
729 5

2. Verilen denklemleri ¢6ziiniiz: 1

=X
a) 1605 =324 b)2.5 =50 c)(ijs 125
5) 64

4
0 ¢)10x =10*3

3. Verilen denklemleri ¢oziiniiz:
a) 25 —-6:5+5=0 b) 49*+4.7*—=5=0

C) 34& _4_32\/; +3=0 S:) 15.2%t1 +15.27%2 = 135

KONUYU PEKISTIRME ALISTIRMALARI
1. Verilen fonksiyonlarin grafiklerini yaziniz:

1 10"
a)y=|— b)y=03*  ©oy=5 ¢y=|—

2 3
2. Verilen fonksiyonlarin grafiklerini yaziniz: 1V
a)y=1-5 b)y=3*+1 c)y=2+1 g)y:(zj
3. Hangi X ve y reel sayilar1 i¢in, agagidakiler gegerlidir:

B (BY
2)8=8 b3 >3 o2
2 2
2 3
4. Hangisi blyiiktir: a3 yoksa a* eger
a) a>1 b)0<a<1?
Verilen denklemleri ¢6ziiniiz:
5. 1670 = 3214 6.2:5=50 7.4 —62=-8
1
4\s" 125

8.9y =9ra3 g, (gjs —;=0 1. 4 ¥ —12

11.9¢71-363°3+3=0
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2. LOGARITMIK FONKSiYON. LOGARITMIiK DENKLEM

2.1. Logaritma Kavrami

aeR,a>0,a#1 olsun. y = a* fonksiyonunun grafigini ¢izelim. y = b dogrusu, y
= a* fonksiyonun grafigiyle kesisebilir veya kesismeyebilir. Sekil 1’den (a >1 i¢in) ve
sekil 2°den (0 <a<1) y =b dogrusu, b > 0 durumunda y = @ fonksiyonunun grafigini
kestigini, b <0 durumunda ise kesmedigini fark edebiliriz.

VA
el
y=>b
X
""" P —
Sekil 1

y =a* a>0,a+# 1 fonksiyonun tanim kiimesi R ve degerler kiimesi R* oldugunu
biliyoruz. Ayrica, b > 0 durumunda a* = b ve a4 = b esitliklerinden X = X, gerekir. Bu
nedenle, b > 0 durumunda a* = b olacak sekilde tek olarak belli bir x reel say1s1 vardir,
fakat b < 0 durumunda a* = b olacak sekilde X gergek sayis1 yoktur.

Tammm 1.a€ R, a > 0,a# 1 ve be R* olsun. a* = b esitligini saglayan X reel sayisina
a tabanina gore b nin logaritmi denir. Bunu

X = log b.bi¢iminde isaret ediyoruz.

X sayisina logaritmanin degeri, a sayisina logaritmanin tabani ve b sayisina loga-
ritmasi alinan say1 denir.

Ornek 1.
if _ _ log, & =4
ade log,8=3 | logs(m+3)=2 131
3

logaritmanin degeri 3 2 4
1

logaritmanin tabani 2 5 3
. 1
logaritmasi alinan 8 m+3 31

18



LOGARITMIK FONKSIYON. LOGARITMIK DENKLEM

a>0,a#1,b>0igin, tanim geregince
a*=b< x=log,b
gerekir. Baska bir deyisle, a tabanli (a > 0, a # 1) olan pozitif bir b ger¢ek sayisinin
logaritmasi bir X reel sayisidir ve bu say1 aslinda a tabaninin kuvvetidir.
Eger a* = b denkleminde X’i log_ b ile degistirirsek temel logaritma 6zdesligini elde
ederiz
aleb = p

Ornek 2. Asagidaki denklemlerin dogrulugunu kontrol edelim:

1
a)log,9=2 b)log42=5 c)log625:4
a) log, 9 = 2 oldugu dogrudur ¢iinkii 3*= 9 dur.

1
b) log, 2 =% esitligi dogrudur, ¢iinkii 42 = /4 =2 dir.

(\5)4 =25

¢) log ;z 25 =4 giinkii

Alistirma 3. Verilen ifadelerin degerini hesaplayiniz:

1 1
a) log, — b) log, — ¢) logf 9
4 5 81 3

Coziim. a) 27 = 2% :% olduguna gore, log, i = -2 elde ederiz

1
log,—

Yoklama: 2 . 272 =l

4 1

1y 1 1 yes (1)1
b) | = | =— oldugundan log, — =4 elde edilir. Yoklama: (—j o= (—j =—.
3 81 5 81 3 3 81
4 . log ;9
c) (\/5 ) =9 oldugundan log ;52=4 elde edilir. Yoklama: (\/5 ) =9
Alistirma 4. Tabani L ve logaritmi 4 olan sayty1 bulunuz.
_— e,
- 1 | 1Y% 1 , 1
Coziim. | — | =— esitliginden | — | * =— gerekir. O halde aranilan say1 ——
16 2 16 16

elde edilir.
Alistirma 5. Tanimdan log, é =3 olduguna gore, a tabanini bulunuz.

3
Coziim. Tamma gore a’ = é, yani @’ = (%) olduguna gore a :% elde edilir.
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Alistirma 6. Temel logaritmik 6zdesligi kullanarak sunu hesaplayiniz:

a) 510g52; b) 32+10g32; C) 72—10g75.
Coziim. Temel logaritmik 6zdesligini kullanarak sunlar1 elde ediyoruz:
a) 510g52=2; b) 32+Iog35=32,310g35=9.5=45;
©) 77708 =72 11 _49.1 8
710873 5 5
Alistirmalar
1. Verilen tabloyu doldurunuz:
. 4 1
ifade log, 216 =3|log, 0" 2|log ;49=4log, (b+2)=5| log,s 5 =5
logaritma
logaritmanin
tabani
logaritmasi aranilan

2. Verilen logaritmalarin degerlerini bulunuz:

a) 10g3% b) log,,0,001 ©) log, J3 ¢) log, J5

3. Logaritma isleminin tanimindan yararlanarak asagidakilerden x degeri belirtilsin:
a) logx = % b) log 36 =2 ¢)log, x=0 ¢) log 125 =3.

4. Verilen ifadelerin degerini bulunuz:
a) 510g52 b) 5210g53
5. Verilen ifadelerin degerini hesaplayimiz:

1
a) log,8 —log.9 b) 4logﬁ 27+3log, 3
3
6. X’ in hangi degeri icin logo,z(x2 —X) ifadesinin anlam1 vardir?

2.2. Logaritmanin Temel Kurallar

Logaritma isleminin kurallar
a>0,a#1,x>0vey>0 olsun.
L. Bir carpimin logaritmi: log xy = log X + log y

Ispat. a = log x ve = log y olsun. O halde a* = x ve & =y dir. x>0 ve y > 0 ko-
sulundan Xy > 0 gerekir. O halde log Xy degeri vardir. Buna gore, 8% = xy = a* - & =
a* P = glogx+loe e]de edilir. Oradan da su sonuca varilir:

log, xy =log, x +log, .

Ornek 1. Bir ¢arprmin logaritmasi kuralini uygulayarak sunu elde ederiz:
log, 6 =log,2-3=1log,2+log,3=1+log, 3.
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LOGARITMIK FONKSIYON. LOGARITMIK DENKLEM

Bir ¢arpimin logaritmasi kurali sonlu sayida ¢arpanlar olmast durumunda da geger-
lidir, yani X, >0, X, > 0,..., X > 0, i¢in kurali su sekilde ifade edebiliriz:
log, (X, * X, - X; ... X ) = log, X1 +log, X2 + log, X3 +...+log_X_

IL. Bir Kuvvetin logaritmi: log, X° = slog, x
Ispat. o = log, X. olsun. X > 0 olduguna gore X* > 0 gerekir. O halde log, X* degeri
vardir. @& = x° = (a'°&X)* = g@’°e* gldugundan su kurali elde ediyoruz:
log, xX* = s log, X.

Ornek 2. Bir kuvvetin logaritmasi kuralin1 uygulayarak su 6rnegi izleyiniz:
log, 81 = log, 3* = 4log, 3 = 4.

I11. Bir béliimiin logaritmas kurah: log, ~ = log, X —log, y
y

Ispat. LA xy~" oldugunu bilerek, carpimin logaritmasi ve kuvvetin logaritmasi ku-
ralin1 uygulayarak sunu elde ederiz:

log, X log, xy~' =log, x+log, y' =log, x—log, y.
Y

Ornek 3. Bir boliimiin logaritmasi kuralin1 uygulayarak su 6rnegi izleyiniz:
log, 0,7 =log, % =log, 7—-log,10=1-log, 10.
Kuvvet logaritmasi kuralinin bir sonucu olarak, her n € N, m € Z i¢in sunu elde ederiz:

log, /x™ =log, x" = ﬂloga X.
n

Ornek 4. Kuvvetin logaritmasi kuralini uygulayarak su sekilde hareket ediyoruz:

5
log, {32 = log, {2° = log, 27 :%logz 2 :%

Alistirma 5. Verilen ifadelerin logaritmasini aliniz:

4 2 2
a)3xy b)u3+w c)a Jb
z’ ' +7 c’

Coziim. Su sekilde hareket ediyoruz:
4

a)log3x7y=log3+logx4+logy—logz7=log3+4logx+logy—7logz
z
u’ +w

b) log— - =log(u* + w) —log(t’ +7)
r+
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2
a

¢) log b = (log a* +10g\/5)—10gc3 = 210ga+%logb—3logc.

3
C

Ondalik logaritmalar

Ayni tabana gore hesaplanan tiim pozitif sayilarin logaritmalar1 kiimesine logaritmik
sistem denir. 10 tabanina gore tertiplenen logaritmalara ondalik logaritmalar denir.
Ondalik logaritmalar log x ile isaret edilir. burada 10 tabani yazilmadigindan genellikle
Ig X gosterimi de siklikla kullanilir, yani log,, x =log x = 1g x.

Logaritma kurallar1 ondalik logaritmalar i¢in de gecerlidir.

Ornek 6. Asagidaki hesaplamalari izleyelim:
a)lglo=1, 1gl00=1gl0*=21gl0o=2, 1g10000=1g10* =41g10=4;

1 —1 1 -3
b)1g0,1=1lg—=1g10"' =—1, 1g0,001=lg——=1g107> =-3.
) 1g g1o g g glOOO g

Coziilen ornekten goriildiigii gibi, 1’den biiyiik ondalik birimin logaritmi pozitif bir
tam say1 oldugu ve onluk birimdeki sifir sayist kadar birime sahip oldugu sonucuna
varabiliriz. 1°den kii¢clik ondalik birimin logaritmi negatif bir tam sayidir ve ondalik
birimin sifir sayis1 kadar birlere sahiptir.

Ig x bir rasyonel say1 olacak sekilde x reel say1si verilmis olsun, yanilgx =k, k€ Q.
O halde x = 10, Bu nedenle, 10, k € Q bi¢iminde olmayan pozitif bir saymnimn ondalik
logaritmasi bu durumda irrasyonel bir sayidir. Ondalik gosterimde sonsuz sayida onda-
lik basamagi vardir. bu ylizden, sayiy1 5 ondalik basamaga yuvarlama kuralinin pratik
uygulama oldugu ortaya ¢ikar.

Eger A herhangi bir pozitif reel say1 ise, o zaman 10" < 4<10", olacak sekilde
n e 7 vardir ve oradan 1g10"" <1g 4 <1g10”. gerekir. Ondalik logaritmanmn tanimma
goren—1<1g A <ndogrudur. Son esitsizlikten 0 < 1g 4 — (n—1) <1 esitsizligi elde edilir.
Buna gore

lgA=(n-)+a,neZve0<a<l.

n sayisina karakteristik, a sayisina ise A sayisinin logaritmasinin mantisi denir.
Baska bir deyisle, logaritmanin tam kismina karakteristik, ondalik kismina ise logarit-
manin mantisi denir. Bu nedenle, karakteristik pozitif, negatif bir tam say1 veya sifir
olabilirken, mantis 0 ile 1 arasinda bir say1 olabilir.

Alstirma 7. Ig 495,27’ nin karakteristigini belirtiniz.

Coziim. 100 <495,27 <1000 olduguna gore, 1g100 < 1g 495,27 <1g1000, ya da 2<
1g 495,27 < 3 elde edilir. Buna gore 1g 495,27=2 + a, burada 0 < a < 1 dir. Demek ki Ig
495, 27°nin karakteristigi 2°dir. ¢

Alistirma 8. Ig 0,037 nin karakteristigini bulunuz.

Coziim. 0,01 <0,037 <0,1’den 1g 0,01 <1g 0,037 < 1g 0,1 yada -2 <log A <-1 dir.
Bunedenle, 0 < a <1 oldugu durumda 1g 0,037 =- 2 + o dir. Ig 0,037 nin karakteristigi
-1 dir. ¢
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Alistirma 6 ve 7 den su sonuca varilabilir: 1°’den biiylik sayilarin karakteristigi,
sayimin tam kismindaki basamak sayisindan bir eksik oldugu,1’den kiigiik sayilarin ka-
rakteristigi ise negatif sayidir ve bu say1 sifirdan farkli ilk rakamin solundaki sifirlarin
sayis1 kadardir.

Ornek 9. Hesap makinesini kullanarak buluyoruz:
a) 1g 24,257 = 1,38484

b) 1g1278.13 = 3.10658

¢) 1g 0,00257=-2,59007.

2
Alstirma 10. 1ga =m, Igh =n, lgc = p olduguna gore, ab ifadesinin ondalik lo-

4
garitmasini bulunuz. ¢
Coziim. Logaritma kurallarini uyguluyoruz:
2
1g“—f=1ga2b—1gc4 —lgd® +lgh—lgct =
c
=2lga+lghb—-4lgc=2m+n—4p.
Ahstirmalar
1. Asagidaki ifadelerin logaritmasini aliniz:
a) 3ab b) a*bc’ c) ab
2c
Ja
¢) 2(a—b) d) RN e) Vai/b*
2. Logaritmasinin degeri bilinen x sayisini1 bulunuz:
a) logx =log5—1log2+log4 b) logx =3log2—-2log3
1
¢)logx = %log3+§log5 —%logz ¢)logx= Z(Zlog2—4log3+510g4)

3.1g2~0,30 ve log3 = 0,48, olduguna gore, su logaritmalarin degerlerini yaklasik
olarak bulunuz:

a)lg4, l1go6, 1g8, 1g9 b)lgl2, Igl6, 1gl8
4. Verilen logaritmalarin karakteristiklerini yaziniz:
28,5-3,507
a) 1g(0,7545-0,0256-0,65 b) lg—————
) e : )180,457-0,0293

©lg ,5/ 917279 s d) 1g(0,85-3/0,55)
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2.3. Farkh Tabanh Logaritmalar Arasindaki Bagintilar

a>0,a#1, b6>0, x>0olsun.
log, x

Logaritmada taban degistirme kural: log, x =
log, a

Ispat. Temel logaritma 6zdesligini kullanarak x = a'*®* esitligin iki tarafinin b ta-
banina gore logaritmasini alirsak log, x = log, (a'**) = log,, x-log, a, elde edilir, yani
log, x
log, a’

Ornek 1. Logaritmanin taban degistirme formiiliine gore su sekilde hareket ediyoruz:

1
log, 7-log, 6-log, 9 =log, 7- 10g3 3 -log, 9 =1log, 6-log,9 =
0

log, x =

3

I
—log, 619837 105 92 4
log, 6

Sonuc 1. X =Db # 1 oldugu durumda log, b= dir.

log, a
Ispat. Taban degistirme kuralina gore, ortak taban olarak b’ yi secersek sunu elde
edecegiz:
log,b 1

log, b= = .
log,a log,a

Ornek 2. Taban degistirme kuralinin yukaridaki sonucunu uygulamakla
1

log, 32

Sonu¢ 2.5#0,a>0, a#1, b>0,durumundalog , b= lloga b dir.
s

_ 1 clde edilir.

log,, 2=

Ispat. Sonug 2’ yi ve kuvvetin logaritmasi kuralin1 uygulamakla
1 1 1

log . b= = =—log, b elde edilir.
log, a’ slog,a s

Ornek 3. Onceki sonucu uygulamakla

1 1 2 .
log , 4=—log,4=—-2=="-clde edilir.
8x T T 08277 3

Sonuc¢ 3.5s#0,a>0,a=1, b>0,o0ldugu durumda logax b’ =log, b dir.

Ispat. Onceki sonucu ve kuvvetin logaritmas1 kuralin1 uygulamakla
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log . b* =slog . b=s %loga b=1log,b.m

Ornek 4. Logaritmanin tabanina ait kuralin 6nceki sonucunu uygulamakla
1

log.; Y9 =log , 93 =log, 9 =2 elde edilir.
33

Ornek 5. lg2~0,30 ve Ig3 =~ 0,48 oldugunu almakla lg, 6 degerini hesaplayalim:
g6 1g(2-3)  1g2+1g3 0,30+0,48 0,78 _39
lg5 1gLO lglo—-1g2  1-0,30 0,70 35
2

logs 6

Ahstirmalar

1. Verilen esitlikleri ispatlayiniz:

a) log;12 =log, 7-log, 5-logs 4 +1

b) log, 2-log, 3-logs 4-log, 5-log, 6-log, 7 = %

2.log ;; 81-log; 0,125 ifadesinin degerini hesaplayiniz.
27
3. Verilen ifadeleri en sade sekilde yaziniz: . 1g5
a) log, (log, 3-log, 4) b) log, 64-log, 7 c) 5%,
4

4.a>0,b#1, b>0,0ldugu durumda, log, a = —log, a dir. Ispatlaymiz!
b

2.4. Logaritma fonksiyonun kavrami ve temel ozellikleri

Logaritma fonksivonun kavram
Logaritmay1 tanimlarken @ > 0 ve a # 1 durumunda log, X, her pozitif reel say1 X i¢in

tek olarak belli bir degere sahip oldugunu sdyledigimizi hatirlayalim. Bu ise, yeni bir
reel fonksiyon sinifinin tanitilmasina olanak saglamaktadir.

Tamim. a>0ve a# 1 durumunda y = f(x) =log, x, seklinde fonksiyona logaritma
fonksiyonu denir.

Ornek 1. Asagidaki fonksiyonlar logaritma fonksiyonlaridir:

y=log,x, y=log,x, y=log,x, y=log,x, y=Igx, y=Inx ¢
2 3
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Alistirma 2. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri:

1
a)y= ; b)yzlogx;; ¢) y=logy(x+1); ¢) y=logx?,

log, x

logaritma fonksiyonudur?

Coziim. ¢) ve ¢) altindaki fonksiyonlar logaritmiktir.

Logaritma Fonksivonunun Temel Ozellikleri

vy = f(x)=log, x logaritma fonksiyonun tanimini ve log, x=y < a” =x, istel
fonksiyonun y = f(x) =a" Ozelliklerini kullanarak logaritma fonksiyonun asagidaki
ozelliklerine ulasiriz.

* ¥y = f(x)=log, x logaritma fonksiyonun tanim alan1 R* kiimesidir, yani D = R*.

* y =log, x logaritma fonksiyonun degerler kiimesi, gercek sayilar kiimesinin tama-
mudir, yani ¥, =R,

» y =log, x logaritma fonksiyonun grafigi, I. dordiil ve IV. dordiilde olmak iizere
stirekli fonksiyondur.

» y =log, x logaritma fonksiyonun grafigi, x- eksenini (1,0) noktasinda keser, x =1
icin y =log,1=0, oldugunu elde ederiz.

* y =log,, x logaritma fonksiyonu tiim D, tanim araliinda a > 1 igin, monoton artan,
0 <a <1 durumunda ise monoton eksilendir.

Ornek 3. y = log, x fonksiyonunun &zelliklerini ifade edelim.

Fonksiyonun tanim kiimesi pozitif reel sayilar kiimesidir, yani D, = R™,

Fonksiyonun degerler kiimesi reel sayilar kiimesidir, yani /', = R.

Fonksiyonun grafigi [-dordiilden ve IV-dordiilden gecen ve X - eksenini (1,0) nokta-
sinda kesen siirekli bir egridir.

2 > 1 olduguna gore, fonksiyon monoton artandir.

Alistirma 4. Verilen logaritma fonksiyonun tanim araligini bulunuz:

a) y =log; x b) y=log, x ¢)y=Ig(x+3) ¢)y=log, x+7.
4 4
Coziim. a) Fonksiyonun tanim araligy, pozitif reel sayilar kimesidir, D, = R".
b) Fonksiyonun tanmim araligi, pozitif reel sayilar kiimesidir, D, = R".
¢) X+ 3> 0 olduguna gore, tanim aralif D, = (=3, +00) dir.
¢) Tanim aralig1 pozitif reel sayilar kiimesidir, D, = R™.
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Alistirma 5. Verilen fonksiyonlarin monotonlugunu belirtiniz:

a)y=logx b)y=log, x ¢ y=logy;(x-3)  ¢)y=logs(x’+4)
2

Coziim. a) ve ¢) siklarindaki fonksiyonlar logaritmanin tabani 1’den biiylik oldugu
icin monoton olarak artmaktadir, b) ve c¢) siklarindaki fonksiyonlar ise, logaritmanin
tabani 0 ile 1 arasinda bir ger¢ek say1 oldugundan monoton eksilendir.

Alistirma 6. Logaritmik fonksiyonlarin 6zelliklerinden yararlanarak, hangi say1 daha
biyik oldugunu gosteriniz:

a) log, 2 veya log, 2 b) log, % veya log, %
7 7

Coziim. a) Logaritma fonksiyonunun monotonlugundan log, 2 > log, V2 , dir, ¢iinkii
2>2ve3>1dir

b) Logaritma fonksiyonunun monotonlugundan log, 2 <log, % dir, ¢iinkii % > % ve
5 <ldir. 7 7

Alistirmalar
1. Asagidaki fonksiyonlardan hangisi logaritma fonksiyonudur:

a) y=logs(x—1) b)log,7 ©)log,7 ¢ y=3logx’

2. Asagidaki logaritma fonksiyonlarin 6zelliklerini ifade ediniz:

a) y=logs x b) y=log,;x c)yzloglx
7

3. Asagidaki logaritma fonksiyonlarin tanim kiimesini bulunuz:
a) y=logsx+12 b) y =Ig(x+9) ¢) y=logs(x—4)

¢) y =log, (x* +x) d) y =log, 3x*> +5x+2).
3
4. Asagidaki logaritma fonksiyonlarin monotonlugunu inceleyiniz:

a) y=—log, x y =log, (2x+1) ¢)y=Inx
7
5. Verilen esitsizliklerde hangisi biiyiiktiir, a yoksa b?

a)logsa >logsb  b)log,sa>log,sb

27



Moduler Birim 2

2.5. Logaritma fonksiyonunun grafigi

Simdi y =log, x logaritma fonksiyonunun grafigini se¢ilen bir XOy kartezyen koor-
dinat sisteminde ¢izecegiz. Logaritma fonksiyonun grafigiyle ilgili nceki dersimizde
belirttigimiz 6zelliklerden, grafigin siirekli bir egri oldugunu ve x — eksenini (1,0) nok-
tasinda kestigini biliyoruz.

Ornek 1. y =log, x fonksiyonunun grafigini gizelim.
Tabloyu kullanarak grafigin birka¢ noktasini buluyoruz:

1
X J—
2
y=log,x|-2| -1 [0 | 1|2

NI

Tablodaki fonksiyonun degerlerini su sekilde elde ettigimizi belirtelim:

1 1 1 1 1
y(zj =log, 2 =log, Py =-2log,2=-2, y(aj =log, 5 =-log,2=-1,
y(A)=log,1=0, y(2)=log,2=1, y(4)=log,4=1log,2*=2.
Daha sonra, bunlari segilen XOy dik koordinat sisteminde uyguluyoruz. y = log, x fonk-

siyonu monoton artan bir fonksiyon oldugunu g6z 6niinde bulundurarak daha fazla nokta
secerek fonksiyonun grafiginin sezgisel bir temsilini tasarliyoruz (sekil 1).

Y4 y=log, x VA y=log, x
2 .

il

gt 2 3 4 X

1

2|

Sekil 1

X’in degerleri 0’a yaklastik¢a fonksiyonun karsilik gelen degerlerinin sinirsiz olarak
azaldigi fark edebiliriz. Bu demektir ki, fonksiyonun grafigi y — eksenine yaklastigi
ancak higbir zaman y — ekseniyle kesigsmeyecegi veya ona dokunmayacagi anlamina
gelir. Bu durumda y — ekseni y = log, x fonksiyonunun grafiginin asimptotu oldugunu

diyoruz.
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Ornek 2. y = log, x fonksiyonunun grafigini ¢izelim.
2
Onceki 6rnekte oldugu gibi benzer sekilde, tabloyu kullanarak grafigin birkag nok-

tasini buluyoruz:

X 41 2 |1

>—t[\)|»—a
|| =

y=log, x|-2| -1 | 0
2

Tablodaki fonksiyonun degerlerini su hesaplamalarla elde ediyoruz:

Y4)=y=log, 4=-2 y()=log, 2=-1 y()=log,1=0,

2 2
1 1 1 1
—|=log, —=1, —|=log, —=2.
y(zj g; 2 y(4j gg 4
Elde edilen noktalar1 XOy dik a¢ili koordinat sisteminde gociiriiyoruz. y =log, x

2
fonksiyonu monoton eksilen oldugunu g6z oniinde bulundurarak, daha ¢ok noktalarin
belirtilmesiyle, fonksiyonun grafiginin seklini sezgisel olarak tasarliyoruz (sekil 2).

VA s VA y=log, x
2|+ 2 2| 2
1| 1|
2 4 ]
IR x O
4 i -1
| L r————— ‘ 2l
Sekil 2

X’in degerleri 0’a yaklastik¢a fonksiyonun karsilik gelen degerlerinin sinirsiz olarak
arttigi fark edebiliriz. Bu demektir ki, fonksiyonun grafigi y — eksenine yaklagtigi
ancak hi¢bir zaman y — ekseniyle kesismeyecegi veya ona dokunmayacagi anlamina
gelir. Bu durumda y — ekseni y =log, x fonksiyonunun grafiginin asimptotu oldugunu

diyoruz. 2

VA y= logﬂ x VA y= loga X
a>1 0<a<l

S
=Y
S

Sekil 3 Sekil 4
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Onceki drneklerden elde edilen sonug, genel durum icin de gegerlidir. Daha dogrusu,
a> 1 i¢in, X’in degerleri 0’a yaklastik¢a, fonksiyonun karsilik gelen degerleri sinirsiz
azalir, yani y — ekseni y = log, x fonksiyonunun grafiginin asimptotudur (Sekil 3).

Benzer sekilde, 0 < a < 1 durumunda, X’in degerleri 0’a yaklastik¢a, fonksiyonun
karsilik gelen degerleri sinirsiz olarak artar, yani y-ekseni y =log, x fonksiyonunun
grafiginin asimptotudur (Sekil 4).

Ornek 4. Ayni koordinat sisteminde y = log, x ve y = log, x fonksiyonlarin grafikleri-

3
ni gizelim. log; x = —log, x olduguna gore, onlar X-eksenine gore simetriktirler (sekil 5).

3

Sekil 5

Bu 6rnegin sonucu genel durumda da gegerlidir. log, x = —log, x esitligi nedeniyle

y=log, x ve y =log, x fonksiyonlarin grafikleri x-eksenine gore simetriktirler.

VA %
MH__J/I’ = /O 4 2 \0%7-
S T ("“‘_r)
\\\
N a1
-1\\ 1 Y
A\
\
‘1
\
II
\!
Sekil 6
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Ornek 5. y = log, x ve y = log, (—x) fonksiyonlarinin grafiklerini ayni koordinat sis-
teminde ¢izersek, bunlarin y- eksenine gore simetrik oldugunu fark edecegiz (Sekil 6).

Onceki drnekten ¢ikan sonug genel durum icin de gegerlidir, yani fonksiyonlarin
grafikleri y =log, x ve y =log,(—x) y— eksenine gore simetriktir.

Ornek 6. y =log, (x—1) + 2 fonksiyonunun grafigi, y = log, x fonksiyonunun grafi-
ginden iki adimda elde edilir:

¢ Yy =log(x-1) fonksiyonunun grafigi, y = log X fonksiyonunun grafiginin 1 birim
saga Otelenmesiyle elde edilir.

e y=log(x-1) + 2 fonksiyonunun grafigi, y = log (x—1) fonksiyonunun grafiginin
2 birim yukar1 6telenmesiyle elde edilir (sekil 7).

VA _)+2
. RS
,\o% jr
- y & ,_\)
& Lo \o%nUL
V4
y // 2 5
f !{
Sekil 7

Logaritmik fonksiyony = log, X, a> 0, a # 1 pozitif reel sayilar kiimesinde monoton
oldugundan, en kii¢iik ve en biiyiik degere sahip degildir.

Alistirma 7. Logaritmalarin isaretini belirleyin:
a)logg 0,6  b)log,50,2.

Coziim. a) Logaritmanin taban1 8§ > 1°dir. y =log, x, a >1ve x=0.6 <1 logaritmik
fonksiyonunun grafigini goz dniinde bulundurursak, logg 0,6 < 0 sonucuna variriz.

b) Logaritmanin taban1 0 < 0.8 < 1°dir. y =log, x, 0 <a <1ve x=10.2 <1 fonksiyo-
nunun grafigini géz 6niinde bulundurursak, log, ¢ 0,2 > 0 sonucuna variriz.

Ahstirmalar

1. Verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz:

a)y=-log,x b)y=-log,(x) ¢ y=logs(-x)  ¢)y=log,(-x).
3 3

2. Verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz:

a) y=log,(x+1) b) y =log, x+1 ¢) y=logy(x—2)+3.
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3. Verilen logaritmalarin isaretini belirtiniz:
a)log; 0,2 b)log ;3 ©)logy;100 ¢ logy(x2-1).
2
4. X’in hangi degeri i¢in,
a)yzlogix b) y =log;(x+2) c)yzlogl(x—l)
10 4

logaritma fonksiyonlar1 pozitif degerler alir, hangileri i¢in ise negatif degerler alir?

2.6. Logaritmik Denklemler

Bilinmeyen en az bir logaritmas1 aranilan ifadenin i¢inde ya da logaritma tabaninda

olan denklemlere logaritmik denklemler denir.

Ornek 1. Verilen denklemler logaritmik denklemlerden 6rneklerdir:

log,(x+4)=7, log, (5+x°)=9, logs(3x—2)=log; x.

Ahstirma 2. Verilen denklemlerden hangileri logaritmik denklemlerdir:
a) log;(x* +4)=1 b)log, B=x ox-2 log 5" =log(1+ x)

Coziim. a) ve c¢) siklarindaki denklemler logaritmiktir, b) sikkindaki denklem ise

logaritmik degildir; cilinkii bilinmeyen, logaritmada veya en az bir logaritmanin taba-
ninda degildir.

Bazi logaritmik denklemlerin ¢6ziimii
Logaritmik denklemleri reel sayilar kiimesinde ¢ozecegiz. Logaritmik denklemlerin

tiim smifin1 kapsayacak genel bir ¢6ziim kurali yoktur. Bu nedenle amacimiz logarit-
manin tanimini, logaritmanin kurallarini ve logaritmik fonksiyonun 6zelliklerini uygu-
layarak bazilarini1 ¢ozmektir.

Asagida bazi logaritmik denklem tiirlerini ¢6zmeye calisacagiz. a > 0, a # 1 olsun.

I. loga f(x) = b cinsinden logaritmal denklemlerin ¢oziimii
Logaritmanin tanimindan su esitlik gerekir:

log, f(x)=b & a’ = f(x).

Alistirma 2. Denklemleri ¢6ziiniiz:
a)log;(x+5)=3  b)log (x* =7x+13)=0  ¢)logs(x* -9)* =2

Coziim. a) Logaritmanin tanimindan, verilen log, (x +5) =3 denkleminin x + 5 = 3°
denklemine denktir, yani ¢oziimii X + 5 =27 lineer denklemin ¢dziimiine esit oldugu

sonucuna varilir ve ¢ézimii X = 22 dir.
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b)log 5(x* ~7x+13)=0 < ¥’ -Tx+13=(3)" & ¥ -Tx+12=0 <
x, =3vex =3.
Ologs(x* -9 =2 & (x*-9°=5 < x'-18x’+56=0 < x,==2,

X34 = +14,

Sikkindaki logaritmik denklemi ¢6zmek i¢in kuvvetin logaritmasi kuralin1 kullanir-
sak sunu elde ederiz:

logs(x* —9)* =2 < 2-log,(x* -9) =2 < log,(x* -9) =1 <
&' -9=5 x, =14,

Denklemin yalnizca iki ¢oziimiinii elde ettik, ¢iinkii kuvvetin logaritmasi kuralini
yanls uyguladik, yani log, b* = 2log, b, esitligi sadece b > 0 durumunda dogrudur.
Soyle yazarsak kuvvetin logaritmasi kuralinin kullanimi1 dogru olacaktir.

log,(x’ =9)’ =2 & 2log,|[x’ 9| =2 & log,|x’ ~9=1< |x*-9=5.

I1. loga f{x) = loga g(x) biciminde logaritmik denklemlerin ¢6ziimii

log, f(x)=log, g(x)denkleminin ¢oziimleri f(x) = g(x)denkleminin ¢dzlilmesiyle
elde edilir. log, f(x) =log, g(x) denkleminin her ¢oziimii, f'(x) = g(x) denkleminin de
¢cOziimiidiir. Genel olarak bunun tersi gecerli degildir, dolayisiyla f(x) = g(x) denkle-
minin elde edilen ¢6ziimlerini denklemin ash olan log, f(x) =log, g(x) denklemde
kontrol edecegiz.

Alstirma 3. Verilen denklemleri ¢6ziiniiz:

a) log,(x* = 7x+11)=log;(x—4)  b)lgBx—2-2x%) =lg(x* -10x—-12)

Coziim.a)log, (x* =Tx+11)= log, (x —4)denkleminin ¢oziimlerix” —7x+11=x—4,
denkleminin ¢éziimiiyle elde edilir, yani x> —8x +15 = 0 ikinci dereceden denklemi ¢oz-
mekle elde edilir. Ancak ikinci dereceden denklemin her ¢6zliimi, logaritmik denklemin
¢oziimleri degildir, dolayisiyla ikinci dereceden denklemin elde edilen ¢oziimleri X =3
ve X, = 5 degerlerini logaritmik denklemde kontrol edecegiz.

Yoklama: x =3 i¢in log3(32 —7-3+11)=log,;(3—4),, yani log,(—1) = log,(-1), elde
ederiz, dolayisiyla x = 3 ¢oziimii logaritmik denklemin ¢6ziimii degildir.

X=51i¢in log3(52 —7-5+11)=1log;(5—4), yanilog,1=log, 1, elde edilir.

Demek ki, verilen logaritmik denklemin ¢6ziimii X = 5°tir.
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b) IgBx—2-2x%)=lg(x*-10x-12) denkleminin ¢dzimleri,
3x—2-2x% = x> =10x —12, denkleminden, yani 3x” —13x—10 = 0 ikinci derece denk-

lemin ¢oziilmesiyle elde edilir. Elde edilen ¢oziimler X, = 5 ve x, = —% degerlerini
logaritmik denklemde kontrol edecegiz.

Yoklama: X = 5 i¢in, 1g(3-5-2—-2-5%) =1g(5* —10-5-12), , yani lg(- 37) = Ig(- 37)
elde edilir, bu ise miimkiin degildir.

2 2
X=5igin,lg 3-(—2j—2—2-(—gj =lg [—2] —10-(—zj—12 ,elde edilir. Bu
3 3 3 3

ise miimkiin olmayan Ig (—49—4j = lg[—%], bir esitliktir.
Demek ki, verilen logaritmik denklemin ger¢ek ¢6ziimii yoktur.

II1. loga f{x) = b ve loga f(x) = loga g(x) seklinde denklemlere doniisebilen
denklemler

Alistirma 4. Verilen denklemleri ¢oziiniiz:
a) log,(x—3)+log;(2x+1)=2  b) logs(x* —6x+7)=logs(x—3)

¢)4-1g2x=3/lIg2x.

Coziim. a) Bir carpimin logaritmasi kuralindan log, (x —3) +log, (2x +1) = 2 denkle-
mi log;(x—3)-(2x+1) = 2. denklemiyle denk oldugunu elde ediyoruz. Son denklemin
¢oziimleri 2x” —5x —12 = 0 ikinci dereceden denklemin ¢éziilmesiyle elde edilir. Daha

once de soyledigimiz gibi, ikinci dereceden denklemin her ¢oziimii X = 4 ve x, = —%
logaritmik denklemin de ¢6ziimii olmayabilir. Elde edilen ¢6ziimleri hemen kontrol

3
ederek, yani X = 4’1 ve ardindan x, = —— ‘Ui degistirerek, verilen denklemin sadece bir
¢Oziimii X = 4 oldugunu elde edilir.
b) Bir bolimiin logaritmas:t kuralinin gore, veri len denklem

2
logs (x> —6x+7)—log, (x —3) = 0 denklemiyle denk oldugunu, yani logs LT =0.
2 —
denklemiyle denktir. Son denklemin ¢oztimleri, Lx;ﬂ =1, x # 3, denklemin ¢6zii-
x —

miiyle, bu ise x* —7x+10 =0 denklemine denk olarak, ¢oziimleri X,= 5 ve x,= 2 dir.
(Coziimleri verilen denklemde dogrudan X = 5’1 ve ardindan X = 2’yi degistirerek ¢oziimii
olup olmadigini yokluyoruz. Sonug olarak denklemin X = 5 olmak tizere bir tek ¢oziimii
oldugunu buluyoruz.

¢)4—1g2x =3,/lg 2x denkleminde, \/1g 2x = tile degistirmekle denklem?: + 3t —4 =0,
ikinci dereceden denkleme doniistir ve ¢oziimii t, =1 ve t, = - 4 tiir. Bu sekilde /1g2x =1,
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yani Ig 2x = 1 denklemi elde edilir. Oradan 2x = 10 denklemi, dolayisiyla X = 5 ¢oziimii
elde edilir. 4/1g2x = —4 denklemin ¢6ziimii olmadigina gore verilen denklemin bir tek
¢Ozliimii vardir; X = 5.

Alistirma 5. Verilen denklemleri ¢oziiniiz:

a)log¢ x+log, x+log,x=7 b)loggx+log.3=1.

Coziim. a) Logaritma isleminin kurallarini uygulayarak su sekilde hareket ediyoruz:
logc x+log, x+log,x=7 < log, x+log, x+log,x=7 <

1 1
= Zlog2x+510g2x+log2x=7 = %log2x=7 < log,x=4 < x=16

Yoklama: log,, 16 +log, 16 +log,16 =7
Denklemin ¢oziimii X = 16 dir.
b) Logaritma igleminin kurallar1 geregince logy x +log . 3=1 <

=1 < llog3x+ =1 < log,” x—2log, x+1=0

< log, x+
log, x 2 2logy x

elde edilir. Elde edilen denklemde log, x = ¢ yazarak, t* =2t +1=0 denklemini elde
ediyoruz. Bu denklemin ¢6ziimii t =1 olduguna gore, log; x =1 elde edilir. Oradan da x
=3 elde edilir.

Yoklama: log, 3+log,3=1 < 2log,3=1 < log,9=1

Denklemin ¢6ziimii e X = 3 tiir.

Alstirma 6. log, x =3 —x denklemini ¢dziiniiz.

Coziim. Verilen denklem grafiksel olarak ¢oziilebilir. Denklemin sol tarafi y = log, x,
logaritmik fonksiyon, sag tarafi ise y =3 —x lineer fonksiyondur. Her iki fonksiyonun
grafigini ayn1 koordinat sistemi iizerinde ¢iziyoruz (sekill). Grafikler bir M noktasin-
da kesisir. M noktasindan x- eksenine bir dikme ¢izerek X-eksenini kestigi noktada
log, x =3 —x denkleminin ¢6ziimiinii okuyoruz. Gortildigii gibi ¢oziim X = 2 dir.

jEX )
- -
\\\\ 7
N , //\0%
N g
N
1 <
~
=
b »
(0] I 2 &% X
\\
.
X
N
Sekil 1
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Ahstirmalar

Asagidaki logaritmik denklemleri ¢oziin:
1. log ;(2x* —6)=2. 2.logy(x* =5x+7)=1. 3.log,(x—1)+log, x=1.

4.1gBx -1 +1g(12-x)=2. S.log, 2-log 3=4. 6. log, x —log,, x =3.
7.log;(1+log;(2x-7))=1.

Verilen denklemleri grafiksel sekilde ¢oziiniiz:
8.log,x=x-1. 9. 1gx=x’

PEKISTIRME ALISTIRMALARI
1. Logaritma isleminin tanimindan yararlanarak verilenlerden x‘i bulunuz:

3
a)log 16=2  b)log, 27= 2 ¢) log 1000 =-3

1 1 1
1 7= d)log, x=—— e)log 27 =—
¢)log, 3 ) log, 2 ) log, 3

. 2
) logygo ¥ =0,2 g) logl x=8 g) log ,s x = _E.
3

2. Verilen ifadelerin logaritmini aliniz:
a) 2xy b)3x*y* ¢ xzysx/; ¢) al .

D6y 2Py Dy

3. Logaritmi bilinen x sayisin1 bulunuz. |
a) log, x =log, 4 +log, 3—log, 2 b)lgx=1g5 +E(lg8—lg2)

¢)logx =1log7+log9—log3 ¢)logx=2log3+3log5
d) logx:§10g125—(log3+2logx/§).

4. Logaritma iglemini kullanarak verilen ifadelerin degerini hesaplayiniz:

333,648-2,49 ~43,5-0,26°
a)x:— b)x—3—
125,36 6,38 1,28

L3
o) x=3,25% 354,21 d)x=8’4T ”129.

5. Verilenlerin tabanini degistiriniz:

a)log,5iled4  b)log,7ileN7  ¢)lg5ile107.
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6. Farkli tabanli logaritmalarin bagintilarindan yararlanarak, verilenleri en sade se-

kilde yaziniz:

log.. 25+1og; 7

2 72
log35327+2

a) b)log, x(x+1)-log, (x+1)2 +log, (x+1).

7. Verilen ifadelerin degerlerini hesaplayiniz:
a) log ;81-log 0,125
27

b) log, 2 +log, 245 +log,, 7+log, 2+1log, 5+log, 84.
3 7 12

8. Verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz:

a)y:—loglx b) y=—-log, x C)y=10gs|x| Q) y=
4

9. Verilen ifadenin tanimli oldugu tiim reel sayilar1 bulunuz:

log | x|.
10

a) log;, (Zx—lj b) log,(x+1) ) loglox—+3 ¢) log, (x2 —5x+6).
2 x+1 3

Verilen denklemleri ¢oziiniiz:
10. lgx+1g(x-3)=1. 11. log; x +logy(x+2)=1.

12. 7log,s x —logs x =5. 13. log, ,3=2.

14. log(x—3) =logs(x* =5x—10).  15. log, 2+log,, x =log, </3.
;

16. log, x+log, x=6. 17. 1+log,(x—1) =log, 4.
3

2 1

18. + =1.
4-1gx 2+Igx

20. Verilen denklemleri ¢6ziiniiz:

a)log, x=x+1 bylog, x=x"+1.
3 10
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3. HERHANGI BiR ACININ TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARI

3.1. A¢1 Ol¢iimii. A¢1 Kavraminin Genisletilmesi

Diizlem geometrisinden daha dnce bildiginiz birka¢ tanim1 hatirlayalim. Bilindigi
gibi, ortak bir baglangi¢ noktasina sahip iki yar1 dogru diizlemi iki pargaya boler ve bu
yar1 dogrular pargalarin siirlari olarak ortaya ¢ikar.

Tamim 1. Ortak bir baglangi¢ noktasina sahip yar1 dogrularin ve diizlemin parcala-
rindan birinin birlesimi ac1 olarak adlandirilir.

Sekill’de ortak bir baslangi¢ noktas1 olan O’ya sahip iki yar1 dogru [OA) ve [OB)
gosterilmistir. Yar1 dogrular acinin kenarlari olarak adlandirilir, ortak baglangic nokta-
lar1 O acinin tepe noktasi olarak adlandirilir ve kenarlarda bulunmayan tiim noktalarin
kiimesi a¢inin i¢ bolgesi olarak adlandirilir.

B B
A %
O y P

Sekil 1

Ortak bir baslangi¢ noktasi olan O’ya sahip yar1 dogrular [OA) ve [OB) iki a¢1 belir-
ler, bunlar1 ZAOB (veya 2BOA) olarak isaretleriz. A¢1 igareti olarak Yunan harflerinden
a, f, y... de kullanilir, bu nedenle ZAOB = o yazabiliriz. [OA) ve [OB) yar1 dogrulari
cakistyorsa, ZAOB agis1 tam aci olarak adlandirilir.

Bir a¢inin biiytikliigiini ifade etmek icin farkli yollar vardir. Simdiye kadar, agilar
Ole¢mek i¢in en sik kullandigimiz 6l¢ii birimi derecedir.

Bir derece (1°), tam aginin 360°ta birine esit olan bir a¢1 6l¢gme birimidir. Daha kiigtik
bir 6l¢ii birimi, bir derecenin 60°ta birine esit olan bir dakikadir (1) ve bir dakikanin
60’ta birine veya bir derecenin 3600°de birine esit olan bir saniyedir (1”°). Buna gore:

1°=60',1'=60", r:(ij ve 1"=(—1 J
60 3600

Bu esitliklerin yardimiyla, verilen bir aciy1 ondalik derece bi¢cimine ve tersine do-
niistiirebiliriz.

Ornek 1. 23°34°12” acis1 ondalik derece bicimine déniistiiriildiigiinde:

23°42"18" =23°+ 42 + 18 =23°4+0,7°+0,005° = 23,705°
60 3600

Ornek 2. 47.512° agis1 derece, dakika ve saniye olarak yazildiginda:
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47,512°=47°40,512° = 47°+(60-0,512) =47°30,72 = 47°30'+0,72' =
= 47°30"+(60-0,72) = 47°30'43"

Bir dairede, ayn1 merkez acilara ayni1 uzunlukta dairesel yaylar karsilik gelir ve tersi
de gegerlidir, bu nedenle verilen bir ac¢inin biiylikligi farkl sekillerde ifade edilebilir.
Cizim 2’de, farkli yaricaplara sahip dairelerde, ayn1 merkez agiya, ilgili yarigaplarin
biiytikliigiiyle orantili olarak farkli uzunluklarda dairesel yaylarin karsilik geldigini
gorebiliriz.

Sekil 2

Tanim 2. Bir dairesel yayinin uzunlugu, bu dairenin yarigapinin uzunluguna esit olan
bir dairedeki merkez aginin biiylikligii bir radyan olarak adlandirilir ve 1rad olarak
gosterilir.

Tanima gore, R yarigapl tiim dairenin merkez acist olan tam acida, ilgili dairesel
yayin uzunlugunun 2R oldugu, yani a¢inin biiyiikliigiiniin 2nrad oldugu sonucu ¢ikar.
Ote yandan, bu ag1 360°’ye sahiptir, bu nedenle esitleyerek 360° = 2nrad elde edilir.
Buradan su sonug elde edilir:

180°
T

veya 1°= &md ~0,01745 rad dir (sekil 3).

X

lrad = ~57,29578° ~57°17'45" ,

Sekil 3

Ornek 3. Verilen agilarin radyan cinsinden yazilisi:

a) 30° = 30-irad =£rad ,
180 6

b)34°12 = 34°+[ 12 | =34.20234.2--™ rad = 0.197rad .
60 180

39



Moduler Birim 3

Ornek 4. Verilen agilarm derece cinsinden yazilist:

a)grad _m 180

=60°,
T
180°

T

b) 0,48nrad = 0,487 - =86,4°=86°24".
Not. Gelecekte, bir aginin yaninda herhangi bir 6l¢li birimi isareti yoksa, radyan
cinsinden verildigini varsayacagiz.

2AOB agisi, kenarlarinin birinin O tepe noktasi etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
bir sekil olarak diisiiniilebilir (Sekil 4). OA kenarinm1 diizlemde sabitlersek ve OB kena-
rin1 O noktast merkezli doniisiinii gozlemlersek, o zaman yonlendirilmis veya yonlii
acidan bahsediyoruz. Doniis saat yoniiniin tersine oldugunda ac1 pozitif yone, doniis
saat yoniiyle ayni oldugunda ise negatif yone sahiptir. OA kenarina birinci kenar ve
donen OB kenaria ise ikinci kenar diyecegiz. ZAOB’nin pozitif bir a¢1 oldugunu ve
£BOA’nin negatif bir a¢1 oldugunu ve ZAOB’nin tersi oldugunu soyleriz.

Sekil 4

Yonlii Acilarla iglemler

iki yonlendirilmis a¢c1 a ve p'nin toplami, a acisinin ikinci kenarina B acisinin
birinci kenarini yerlestirdigimizde elde edilen o + B acisidir ve:
* o ve P ayn1 yone sahipse, o + 3 de onlarla ayn1 yone sahiptir (Sekil 5, a ve b).
* o pozitif ve B negatifse ve a’nin mutlak degeri B’nin mutlak degerinden biiyiik-
se, yani |a| > |B| ise, o + B pozitif yone ve |a - B| biiyiikliigiine sahiptir (Sekil 5,
c).
* anegatif ve f pozitifse ve a’nin mutlak degeri B nin mutlak degerinden biiytik-
se, yani |a] > |B| ise, o + B negatif yone ve |a + B| biiylikliigline sahiptir (Sekil

5,¢).
a+f3 O
Vi
e
a) ¢)
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Ornek 5. Sekil 6’da o + B toplamu gizilmistir, burada:

a) a=30° B =60° b) a=120°, B =-45°
¢) o =-25° B =-40° ¢)a=-58°B=30°
Sekil 6

Iki yonlii aginin o - B fark, aslinda o agismin B agisinim tersi ile toplamidir, yani

o-p=a+(-p).

Ornek 6. B =50° - 20° = 30°’nin degeri, o. = 50° ag1siyla ayni1 yone sahip bir agidir.
k # 0 reel sayisinin o yonlii acisi ile carpimi, k > 0 i¢in o agisinin yoniiyle ayni
biiyiikliik ve yone sahip bir acidir ve k < 0 i¢in tersidir.

Ornek 7. 3 - 60° = 180° carpimi, a = 60° agistyla ayn1 yone sahip bir agidir ve
a —2-45°=-90° ¢arpim1 o = 45° acisinin ters yoniine sahip bir acidir.

Bir agiin ikinci kenar1 tam bir doniis yaparsa ve ardindan donmeye devam ederse,
pozitif yonde bir a¢1 i¢in 360°’den biiyiik bir ac1 veya negatif yonde bir a¢1 i¢in 360°’den
kiigiik bir ac1 elde edilir. Bu durumda, aginin ikincikenarinin belirli bir genel ac1 ’yi
tanimladigini soyleriz.

Genel ac1y1 asagidaki genel bi¢imde yazacagiz:

B=a+k: 360° 0<a<360°i¢in,veyaB=a+k: -2n,0<a<2nvek€Z\ {0},
pozitif bir ag1 i¢in;

B=a+k:360°-360°<a<Oicinveyaf=a+k: -2n -2n<a<0vek € Z\ {0},
B negatif bir ag1 i¢in.

Burada k, pozitif veya negatif yonde doniis sayisini (tam doniisleri) gosterir.

Ornek 8. a = 30°°den sonra pozitif yonde ii¢c tam déniisten elde edilen aginin genel
bigimi 30° + 3 - 360° =30° + 1080° = 1110°’dir, negatif yonde iki tam doniisten sonra o
=-30°"den elde edilen a¢inin genel bigimi ise -30° - 2 - 360° =-30° - 720° = -750°dir.

Alstirma 1. Asagidaki agilar1 genel bigimde yazin:

2) 1250°  b)-760° ¢) 91 ) -15—“

41



Moduler Birim 3

Coziim. a) 1250°=170° + 3-360°, bu da a¢inin 170°’lik agidan pozitif yonde ii¢ tam
dontsle elde edildigi anlamina gelir.

b) -760° = -40° + (-2)-360°, bu da a¢inin -40°’lik agidan negatif yonde iki tam do-
niisle elde edildigi anlamina gelir.

¢) 91 = m + 4-2w, bu da bu acinin &t radyanlik agidan pozitif yonde dort tam doniisle
elde edildigi sonucuna variriz.

Q)_I'S_n T g 3= _3—n+(_3)-2n, bu da bu ag1n1n—3—nradyanhk
2 2 2 2

acidan negatif yonde ii¢ tam doniisle elde edildigi sonucuna variriz.

170° I _3n
2
S /72
NS
a) b) C) ¢)

Sekil 7
Alstirmalar
1. Verilen acilar1 radyan cinsinden yaziniz:
a) 120° b) -270° ¢) 0°
2. Verilen acilar1 derece cinsinden yaziniz:

3n n
a) — b) - — ¢) 10
) 1 ) 2 )
3. Agcilart genel bi¢cimde yaziniz:
19

a) 1100° b) -680° ¢) —Tn

4. Oglen saat 12°den, 6gleden sonra 20:10’a kadar zaman iginde saat yelkovani ne
kadar ag1 yapar?

3.2.Herhangi Bir A¢cinin Trigonometrik Fonksiyonlarinin Tanimi

Gegen yi1l dik tiggende bir dar aginin trigonometrik fonksiyonlarint 6grendiniz. Her-
hangi bir a¢inin trigonometrik fonksiyonlarini birim ¢ember yardimiyla tanimliyoruz.

Tanim 1. Merkezi koordinat baslangicinda olan 1 yarigapl bir cember, birim cember
olarak adlandirilir (Sekil 1).

2AOB agisiin kosesi koordinat baslangiciyla cakisir, ilk kenar OA x-ekseninin
pozitif kisminda yer alir. Tkinci kenar OB, merkezi O olan donen kenardir. Bu kenarm
konumu £AOB agisinin konumunu belirler. Yani, ZAOB agisinin hangi dordiilde oldugu,
OB kenarin hangi dordiilde olduguna baglhidir ve tersine. ikinci kenar1 eksenlerle gakisik
olan acilara dordiil acilari denir.
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Ornek 1. ZAOB = 200° ag1s1 I11. dordiildedir, ¢iinkii OB kenar1 o bdlgededir, ZAOB
=-300° acis1 L. dordiildedir, ¢iinkii OB kenar1 o bolgededir.

Alistirma 1. Asagidaki agilar hangi dordiildedir?

a) o =-130° b) o= 750° c) o =-460° d) a =1250°

Coziim. a) o =-130° = 230° + (-360°), bu nedenle o II1. dordiildedir .
b) a = 750°=30° + 2-360°, bu nedenle a I. dordiildedir.

¢) a=-460° =260° + (-2)-360°, bu nedenle a III. dordiildedir.

d) a=1250°=150° + 3-360°, bu nedenle a II. dordiildedir.

OM kenari ile herhangi bir ZAOM agisini alalim. N noktasinin koordinatlari (X, y )
ise, aginin kosiniis ve siniis trigonometrik fonksiyonlarinin degerleri, sirastyla N nokta-
siin apsisi ve ordinat degerleri olarak tanimlanir (Sekil 1) veya

coso=X vesina=y

VA
N

Vi
a .

! yM(l,O) x

Sekil 1

PR

Siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin tanimindan, degerlerinin [-1, 1] araliginda degistigi
sonucu elde edilir.
Alstirma 2. Asagidaki agilar i¢in sin o ve cos o fonksiyonlarinin degerlerini bulunuz:

T 3n
a)oa=0 Db)a=— c)o== o=—
) ) > ) ¢) 5
T T S
do=— e)oa=—— o=—.
) 1 ) 2 f) 5

Coziim. Once ¢gemberin eksenlerle kesisim noktalarmi isaretleyelim.

¥
P(O,l)
|/
Z(0,-1)
a)

Sekil 2
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a) N noktast M(1,0) noktasiyla ¢akisir, bu nedenle cos 0° = 1 ve sin 0° = 0 (Sekil 2a).
b) N noktasi P(0,1) noktasiyla ¢akisir, bu nedenle COS% =0, sing =1(Sekil 2a).

¢) N noktast Q(-1,0) noktasiyla ¢akisir, bu nedenle cos = -1 ve sin = = 0 (Sekil 2a).

¢) N noktas1 T(0,-1) noktasiyla cakisir, bu nedenle cos 3711 =0, sin 37“ =—1(Sekil 2a).

d) ON N tiggeni N, kosesinde dik agil1 ikizkenar dik tiggendir. ON =1 oldugundan
- . 2 .
ON, = NN, = g, yani cos% = sm% = % (Sekil 2b).

e) N [ﬂ, —%} , noktasi i¢in,

2
cos(—Ej = ﬂ vesin| = |= —ﬁ dir (sekil 2c¢)
4 4 2
f) N noktas1 P(0,1) noktasiyla ¢akisir, bu nedenle

cos%E =0ve sin% =1 (sekil 2¢).

Siniis ve kosiniis fonksiyonlarini sadece a¢inin ikinci kenarinin trigonometrik
¢cemberle kesisim noktasinin koordinatlart araciligtyla tanimladigimiz i¢in, sunu elde
ediyoruz:

sin(a + 2km) = sin o ve cos(a + 2km) = cos a, k € Z.

Her tam doniisten sonra (pozitif veya negatif yonde), a¢inin ikinci kenarinin baslangig¢
konumuna dondiigii kolayca gézlemlenir, yani siniis ve kosiniis degerleri tekrarlanir. Tri-
gonometrik fonksiyonlarin bu 6zelligi periyodiklik olarak adlandirilir ve fonksiyonlarin
ayn1 degere ulastig1 en kiicilik a¢1 temel periyot olarak adlandirilir. Herhangi bir aginin
siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 i¢in bu 27’ dir, yani bu fonksiyonlarin temel periyodu 2n
olan periyodik fonksiyonlar oldugunu soyleriz.

£MON = q, biirinci kenart OM olan herhangi bir ag1 olsun. N noktasinin koordinat-
lar1 (x, y) ise, aginin tanjant ve kotanjant trigonometrik fonksiyonlarimin degerleri,
sirastyla N noktasinin ordinatinin ve apsisinin orani olarak tanimlanir (Sekil 1), yani

X, # 0 i¢in tga. = &, vey, # 0 i¢in ciga = ﬁ.
Xo Yo

Herhangi bir a ag1s1 i¢in tan a trigonometrik fonksiyonunun degeri geometrik olarak

su sekilde belirlenebilir: M noktasindan gegen ve y eksenine paralel olan x =1 dogrusu,

. . . . . . T
trigonometrik ¢gemberin tanjantidir ve tanjant ekseni olarak adlandirilir. o, o0 # —+ km,

acisinin ikinci kenart, K € Z, tanjant ekseniyle kesisene kadar uzatirsak P noktasini elde
ederiz (sekil 3). P noktasinin koordinatlari (1, y,) oldugundan, tanjant tanimina gore
tana=Y,.
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Gergekten de, 0 <o <§ ise ve N, noktas1 N noktasinin X eksenindeki dik izdusi-

mii ise, ON, = cosa ve NN, =sino olur. OMP ve ON N ii¢genlerinin benzerliginden,

ﬁ = ﬂ elde ederiz. MP = Yo Ve OM =1oldugundan, Vo = sma
OM  ON, cos QL

=tga elde ederiz.

YA

. P(ly,)

o M(1.0)

=y

Sekil 3

Herhangi bir a acisinin kotanjant trigonometrik fonksiyonu, tanjant fonksiyonuna
benzer sekilde belirlenir. Q(0,1) noktasindan gecen y = 1 dogrusu x eksenine paraleldir.
Trigonometrik cemberin tanjantidir ve kotanjant ekseni olarak adlandirilir (Sekil 4). o
# km, k € Z i¢in o agisinin ikinci kolunu kotanjant ekseniyle kesisene kadar uzatirsak,
P(xo, 1) noktasini elde ederiz. O zaman kotanjant tanimina goére cot o = Xo’dir. Benzer
sekilde, POQ ve ON N ii¢genlerinin benzerliginden,

cosa .
x, =—— =ctga elde ederiz.
sina

VA

Y1 0 Pl )

o M(1,0)
0 N, X
Sekil 4
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Alstirma 3. Asagidaki acilar i¢in tan a ve cot o fonksiyonlarimin degerlerini belir-
tiniz:

T T
) )a 5 ) 1
o=t dyo=—2 e)o=n
¢ 4 2

Céziim. Once cemberin eksenlerle kesisim noktalarini isaretleyelim (sekil 5a).

y YA YA
P(0.,1)
0(-1.0) M(1LO) N M A‘
O X O/ = X N/ x
Z(0.-1) N
a) b) c)

Sekil 5

a) N noktas1 M(1,0) noktasiyla ¢akisir, bu nedenle tan 0° = 0 ve cot a yoktur, ¢linkii
acinin ikinci kenar1 ve kotanjant ekseni paraleldir, yani kesismezler (Sekil 5a).

b) N noktas1 P(0,1) noktasiyla ¢akisir, bu nedenle g g yoktur, ¢iinkii aginin ikinci kenari

ve tanjant ekseni paraleldir, yani kesigsmezler ve ctg% =0 (sekil 5a).

¢) ONN;: iicgeni N: kosesinde dik acili ikizkenar dik tiggendir. ON =1 oldugundan
ON, = NN, = V2 yani g (—gj =—lvectg (—gj =1 (sekil 5b).
2

¢) %234_2% ac¢ist birinci bolgededir ve c¢) sikkindan N(1,1) oldugu igin,
o o .

te| 2= |=1=cte| 2= | (Sekil 5¢).

g(4j g(4j

d) N noktas1 L(0,-1) noktasiyla ¢akisir, bu nedenle tg(—ﬂj yoktur ve ctg(—EJ =0
. 2 2
(Sekil 5a).

e) N noktas1 Q(-1,0) noktasiyla cakisir, bu nedenle tan 7 = 0 ve cot m yoktur (Sekil 5a).
Tanjant, ikinci kenar tanjant eksenine paralel olan tiim acilar i¢in yoktur, yani

:(2k+1)n

o , k € Z i¢in, kotanjant ise ikinci kenar kotanjant eksenine paralel olan tiim

acilar i¢in yoktur, yani o = kxt, kK € Z igin.
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Uciincii dordiildekii bir aginin ikinci kenarmin veya uzantisinin, birinci bolgedeki bir
acinin ikinci kenariyla ¢akistigini gorebiliriz. Benzer sekilde, ikinci ve dordiincii bol-
gedeki acilar i¢in de gegerlidir, bu nedenle tg(a + kn) =tga, kK € Z i¢in sonucu ¢ika-
rabiliriz. Kotanjant i¢in de benzer bir sonug ¢ikarabiliriz, yani ctg (OL + kn) =ctga, k €
Z i¢in (Sekil 6a ve 6b). Buna gore, tanjant ve kotanjant fonksiyonlari temel periyodu nt
olan periyodik fonksiyonlardir.

Sekil 6

Alstirmalar
1. Asagidaki agilar hangi bolgededir?
4n

a)a=-210° b) oo =-2500° c)(xz—?
2. Asagidaki agilar i¢in tiim trigonometrik fonksiyonlarin degerlerini bulun:

T T 27 5w
a)o=— b)o == ) o =22 a=2"
) 5 ) 3 ) 3 )

6
T 47 S 117w
do=— o=— = o=—
) p e) 3 f)a 3 g) p

3. Alistirma 2’ deki acilar i¢in, -a agisi i¢in, tim trigonometrik fonksiyonlarin de-
gerlerini belirtiniz.

3.3. Herhangi Bir A¢cinin Trigonometrik Fonksiyonlarinin Isareti.
Herhangi Bir Acinin Trigonometrik Fonksiyonlarinin Degisimi

Birinci ve ikinci dordiildeki noktalarin ikinci koordinatinin pozitif isarete sahip oldu-
gu, liglincii ve dordiincii bolgedeki noktalarin ise negatif isarete sahip oldugu bilinmek-
tedir. Benzer sekilde, birinci ve dordiincli dordiildeki noktalarin ilk koordinat1 pozitif
isarete sahipken, ikinci ve tigiincii dordiildeki noktalarin ilk koordinat1 negatif isarete
sahiptir. Bu nedenle, trigonometrik fonksiyonlarin tanimindan su sonuca varabiliriz:

* Siniis fonksiyonu, birinci ve ikinci bolgedeki her a¢1 i¢in pozitif isarete, tiglincii

ve dordiincii bolgedeki her a¢i1 i¢in negatif isarete sahiptir.

» Kosiniis fonksiyonu, birinci ve dordiincii bolgedeki her ag1 i¢in pozitif isarete,

ikinci ve ticlincii bolgedeki her a¢i1 i¢in negatif isarete sahiptir (Sekil 1).
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* Tanjant fonksiyonu, birinci ve {igiincii bolgedeki her ac1 i¢in pozitif isarete, ikinci
ve dordiincii bolgedeki her ag1 igin negatif isarete sahiptir.

* Kotanjant fonksiyonu, birinci ve iiglincii bolgedeki her a¢1 i¢in pozitif igarete,
ikinci ve dordiincii bolgedeki her a¢i1 i¢in negatif isarete sahiptir.

YA Vi
cosQ sing

CINL A
NN

a) b)

Sekil 1

Alistirma 1. Verilen agilarin isaretini belirtiniz:
a)sin 120° b)) cos 200° c¢)tan 225° ¢)cot310°  d) sin 40°-cos 98°

Coziim. a) 120° ag1s1 ikinci bolgededir, bu nedenle sin 120° > 0. b) 200° ag1s1 tiglincii
bolgededir, bu nedenle cos 200° < 0. ¢) 225° ag1s1 iiglincii bolgededir, bu nedenle tan
225°>0. ¢) 310° agis1 dordiincii bolgededir, bu nedenle cot 310° < 0. d) 40° ag1s1 birinci
bolgededir, bu nedenle sin 40° > 0, 98° acis1 ise ikinci bolgededir, bu nedenle cos 98°
<0, dolayisiyla sin 40°-cos 98° <0 dir.

Tamim 1. Herhangi X1, X2 € A i¢in, X1 < X2 oldugunda f(x:) < f(x2) ise, f(x) fonksiyonu
A kiimesinde monoton artandir. Herhangi X1, X2 € A igin, X1 < X2 oldugunda f(x:) > f(xz)
ise, f(x) fonksiyonu A kiimesinde monoton azalandir.

a <P veaveP birinci bolgeye ait iki a¢1 olsun (sekil 2).

A
T N(cos[}, sinf)
Bl--- i N M cosa,sino)
vl
CAR T .
xﬁ Xot X
Sekil 2

Herhangi bir ag¢inin siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin tanimindan:
sino=x,, cosa=y,, sinf=x; ve cosp=y, elde edilir. Uzunluklarin karsilas-
tirllmasiyla x, > x, ve v, <y, , yani cos a > cos f3 ve sin o < sin  oldugu kolayca
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. T - . .
anlasilir, yani {0,5} araliginda agiin artmastyla siniis fonksiyonu monoton artan, ko-

siniis monoton azalan oldugunu goriiyoruz. Siniis fonksiyonunun aldig1 degerler artar,
yani 0’dan 1’e dogru hareket eder. Kosiniis fonksiyonunun degerleri azalir, yani 1’den
0’a dogru hareket eder.

Benzer sekilde, diger bolgelerdeki fonksiyonlarin monotonlugu hakkinda da sonug
cikarabiliriz (Sekil 3). Sonug olarak, siniis fonksiyonunun birinci ve dordiincii bolgeler-
de monoton arttigini, ikinci ve tiglincii bolgelerde ise monoton azaldigini sdyleyebiliriz.
Kosiniis fonksiyonu birinci ve ikinci bolgelerde azalan, {i¢iincii ve dordiincii bolgelerde
ise artan oldugu goriiliiyor.

=¥

o < B olmak iizere a ve B birinci bolgedeki agilar olsun (Sekil 4).
Herhangi bir aginin tanjant ve kotanjant trigonometrik fonksiyonlarinin tanimindan,
iga=y,, cigo=x,, tgf=y,vectgP=x;elde edilir. Agik¢a y, >y, ve x, > x; yani

tanjant fonksiyonu monoton artan, kotanjant fonksiyonu ise (0, g} kiimesinde ag1 arttik-

¢a monoton azalandir. Bu sonug, ti¢lincii bolgedeki acilar icin de gegerli olacaktir, ¢linkii
bu agilar i¢in ikinci kenarin uzantisi birinci bolgedeki agilarin ikinci kenariyla gakisir.
Benzer sekilde, bu fonksiyonlarin ikinci veya dordiincii bolgedeki acilar icin monoton-
lugu da belirlenir (Sekil 5).

CIM (L)

v, (L)

Sekil 4 Sekil 5
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Ikinci bélgede tanjant fonksiyonu monoton artar, kotanjant ise monoton azalir. Bu

ifade, dordiincii bolgedeki agilar i¢in de gecgerlidir, ¢iinkii bu agilarin ikinci kenarinin
uzantisi, ikinci bolgedeki acilarin ikinci kenariyla ¢akisir.

Alistirma 2. Verilen farkin isaretini belirtiniz:

a)sin95°—sin115° b) cos190° —cos 230°

c)1g312°—1g345° ¢) ctg27° —ctgT74°.

Coziim. a) 95° ve 115° agilar1 ikinci bolgededir, siniis fonksiyonu bu bélgede mono-

ton azaldig1 i¢cin 95° < 115° oldugundan sin 95° > sin 115° yani sin 95° - sin 115° > 0.

b) cos 190° - cos 230° <0, ¢iinkii kosiniis fonksiyonu {i¢iincii bélgede monoton artar,

yani 190° < 230° oldugundan cos 190° < cos 230°.

¢) tan 312° - tan 345° <0, ¢iinkii tanjant fonksiyonu dordiincili bélgede monoton artar.

d) cot 27° - cot 74° > 0, ¢iinkii kotanjant fonksiyonu birinci bolgede monoton azalir.

Ahstirmalar

1. Isareti belirtiniz:

a) cos 120° b) sin 200° ¢) tan 125° ¢) cot 130°

2. Isareti belirtiniz:

a) sin 140° - cos 198° b) tan 190° - cos 208° ¢) sin 230° - cot 300°

3. Verilenlere gore, a acis1 hangi bolgededir:
a)sino - cosa>0 b)cosa - cota<0

3.4. Herhangi Bir Acinin Trigonometrik Fonksiyonlarimin Dar

Acinin Trigonometrik Fonksiyonlarina Indirgenmesi

on

Trigonometrik fonksiyonlarin indirgenmesinde kullanilacak formiillere gegmeden
ce, dik ticgende baz1 dar agilarin trigonometrik fonksiyonlarinin degerlerini hatirla-

yalim.

30° | 45° | 60°
1
sin o — ﬁ ﬁ
2 2 2
2 2 2
ctgo | 3| 1 ?
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B ikinci bolgede bir ac1 olsun (Sekil 1). N noktasinin koordinatlarini (-Xo, Yo) olarak
isaretleyecegiz. N’ noktas1 y eksenine gore N noktasinin simetrik noktasi olarak isaretle-
yelim. O zaman N’ noktasinin koordinatlari (Xo, yo) olur. NOM’ agisin1 a ile isaretlersek,
simetri nedeniyle o = ZMON?’ olur. Buradan sunu elde ederiz:

cos B = -Xo = -(X0) = -cos a ve sin = yo = sin a.

&)
=

Sekil 1

Temel trigonometrik 6zdeslikleri kullanarak sunu elde ederiz:

sin sina cosfp —cosa
tg = B: =—tga vectgf =— B= -
cosp —cosa sinf  sina

=—ctga.

B acisin1 B == - o olarak yazabilecegimiz i¢in su formiilleri elde ederiz:

sin(t—o) =sina cos(m—a) =—cosa
tg(n—a)=—tga ctg(m—a)=—ctga.

Bu formiiller yardimiyla ikinci bolgedeki bir agiy1 birinci bolgedeki bir agiya indi-
rebiliriz.

Ahstirma 1. Dar bir aciya indirgeyerek hesaplayin:
a) sin%t b) cos115°

2
otgld2° o) ctg?n.

Cozii )sins—n—sin = —sinﬁ—l

oziim. a p p s’

b) cos 115° =cos (180° - 115°) = cos 65° =-0.42262
¢) tan 142° = tan (180° - 142°) = tan 38° = (.78129

2n i T NG
¢ctg—=ctg| n—— |=—ctg—=——.
83 g( 3] 83773
B tctincli bolgede bir ag1 olsun (Sekil 2) ve N noktasinin koordinatlarini (-Xo, yo)
olarak isaretleyelim. N’ noktas1 O koordinat baslangicina gore N noktasinin simetrik
noktasi olarak isaretleyelim. N’ noktas1 birinci bolgededir ve (Xo, yo) koordinatlarina
sahiptir. o = ZNOM’ ise, simetri nedeniyle o = ZMON?’ elde ederiz. O halde

cosa=-x, =—(x,)=—cosa, sino=-y,=—(y,)=-sina, dir.

51



Moduler Birim 3

sinf}. —sina cosfp —cosa
tgP = = =tga, ctgf=——=——=ctgo.

cosp —cosa sinf}. —sina

YA

oA
o To x
N
Sekil 2

B a¢ismi B =1 + a olarak yazabilece§imiz icin su formiilleri elde ederiz:

sin(mw+a) =—sina cos(m+a)=—cosa tg(mt+a)=tga
ctg(m+a) = ctga . Bu formiiller yardimiyla tigtincii bolgedeki bir ag1y1 birinci bolgedeki
bir ac¢iya indirgeyebiliriz.

Alistirma 2. Dar aciya indirgeyerek hesaplaymiz:

a) sin%t b) cos 202’
7
¢) tg200° ¢) ctg?n.

n_ 2

Cozii ) sin o sin n+n sin
m. a —= —|==-sn—=——,
ozt 4 4 4 2

b) cos 202° = cos (180° + 22°) = -cos 22° =~ -0.92718
¢) tan 200° = tan (180° + 20°) = tan 20° =~ 0.36997

T T T
¢) cte= =ctg| m+— |=cte= =+/3.
& g( 6) &g

B dordiincii dordiile ait bir ac1 olsun (Sekil 3). N noktasinin koordinatlarinin (Xo, -Yo)
oldugunu varsayalim. N’ ile x- eksenine gore N noktasinin simetrik noktasi olarak isa-
retleyelim. N’ noktas1 birinci dordiildedir ve (Xo, Yo) koordinatlarina sahiptir. o = ZMON’
ise, simetri nedeniyle o = ZMON elde ederiz. Buradan sunu elde ederiz:

sinf=-y,=—(y,)=-sina, cosf=X,=cosa,

_sinfB  —sina cosfp  cosa

tgp

=—tga, ctgf= =—ctga.

cosfp cosa sinf}. —sina
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.
>

M @ o M

Sekil 3

B acis1 B =2m - a olarak yazilabildiginden, su formiilleri elde ederiz:

sin(2n—a) =—sina cos(2m—a) =cosa

tg2n—a)=—-tga

Bu formiiller yardimiyla dordiincii bolgedeki bir agiy1 birinci bolgedeki bir agiya
indirgeyebiliriz.

ctg2n—a)=—ctga .

Alstirma 3. Dar aciya indirgeyerek hesaplayiniz:

. ki
a) sin 288’ b) COST
11l
) tg? ¢) ctg359°.

Coziim. a) sin 288° = sin (360° -

b)cos7—n=cos an-L =cos£=£,
4 4 4 2

11l T T \/5
o)tg—=tg| 2n—— |=—-1g—=——,
) g 6 g( 6} g 3

¢) cot 359° = cot (360° - 359°) =cot 1° = 57.290

72°) = -sin 72° = -0.95106

a dar bir a¢1 olsun, yani 0° < o < 90°(0 <a< E} O zaman dar agiya indirgeme for-
miilleri sunlardir: 2

sin(180°— ) =sina

cos(180°—a)=—cosa

tg(180°—a) = —tga

ctg(180°—a ) =—ctga

sin(180°+ ) = —sina

cos(180°+a ) =—cosa

tg(180°+ ) =tga

ctg(180°+a) = ctgar

sin(360°— ) = —sina

cos(360°—a) = cosar

tg(360°—a)=—-tga

ctg(360°—a) =—ctga

o ve 360° - a acilarinin siniis degerleri gézlemlendiginde, x eksenine gore simet-
rik olduklar1 ve dolayisiyla ters degerlere sahip olduklari kolayca goriiliir, yani sin o =
-sin(360° - a). 360° - a agisinin ikinci kenarinin -a agisinin ikinci kenariyla ¢akistigi
bilinmektedir, yani sin (-a) = sin (360° - a) = -sin a oldugu sonucu ¢ikarilabilir. Benzer
sekilde, tan (-a) = -tan o ve cot (-a) = -cot a sonuglar ¢ikarilabilirken, cos (-a) = cos
(360° - o) = cos a olur.
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Her x icin, f(-x) = -f(x) ve f(-x) = f(x) 6zelliklerine sahip olan fonksiyonlar ,sirasty-
la tek ve ¢ift fonksiyonlardir. Buna gore siniis, tanjant ve kotanjant fonksiyonlari tek,
kosiniis ise ¢ift fonksiyondur.

Gegen yil, tiimler agilarin trigonometrik fonksiyonlarini 6grendiniz, yani su formiiller

gecerlidir:

sino = cos(90°—a), coso =sin(90°—a),
tga = ctg(90°—a) ve ctga = tg(90°-a.).

Benzer sekilde, aginin 90° + o, 270° - o ve 270° + o oldugu durumlarda bir trigo-
nometrik fonksiyonu indirgeme formiilleri elde edilebilir, burada a dar bir agidir. Ayrica,
her fonksiyon kendi kofonksiyonuna doniisiir, yani siniis kosiniise, tanjant kotanjanta

ve tersi donlisir.

sin(90°+a) = cosa

cos(90°+a) = -sina

tg(90°+ ) =—ctga

ctg(90°+a)=—tga

sin(270°—a) = —cos &

cos(270°—a) =—sina

tg(270°—a) = ctgar

ctg(270°+a) = tga

sin(270°+ &) = —cos&

cos(270°+a) =sina

tg(270°+a) = —ctgar

ctg(270°+a) = —tga

Ahstirmalar
1. Dar agiya indirgeyerek hesaplayin:

290 . 219

- b) sin—1t.
a) cos 1 i ) 4
2. Dar aciya indirgeyerek asagidaki degerleri bulunuz:
a) sin120° b) sin 225° ¢)sin315° ¢)cos 135°
d) cos 240° e) cos(—810”) f) tg150° g) tg330°
g) tg225° h) ctg210° 1) ctg300° i) ctg570°.
3. Ifadeleri sadelestiriniz:

cos— " si Tn -t 17m
sin 750° - c0s 3907 - rg1140° ) 3 4

ctg405° -sin1860° - cos 780° ctg T .cos " sin O
3 4 3
4. Verilen ifadelerin degerlerini belirtiniz:

a) sin 420 - tg390” + cos 300” - tg 510°
b) sin150° -cos120° - tg45° -ctg (—150”)
¢) sin 240° - cos(—150”) - ctg120°

¢)t m—n—sing—n-sinw—n
&7 3 2

107 Tn 81’
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3.5. Trigonometrik ifadelerin Sadelestirilmesi

Gegen yil, dik acili bir liggende her dar aci i¢cin dogru olan ve te-
mel trigonometrik 6zdeslikler olarak bilinen bazi esitliklerle tanistik, yani

.2 2 sin o cosa
sin“o+cos"a=1, tga = , ctgo=— vetga-ctgo =1
cosa sinao

Eger N(x,, y,) noktasi,a agisinin ikinci kenariin ¢emberle kesisimi olarak elde edi-
len trigonometrik birim ¢ember tizerindeki herhangi bir nokta ise, Pisagor teoreminden
x,” +,” =1 elde edilir. Trigonometrik fonksiyonlarin siniis ve kosiniis tanimlarindan
sin® a.+cos’ o =1 elde edilir.

Tanjant fonksiyonunun tanimindan tgo = Yo gerekir, yani tgo =
X, cosa

COSA c1de edilir.

SN 1de edilir.

Benzer sekilde, o # T okn , keZigin, ctgo =—
2 sin o

Son iki esitligin ¢arpimindan

sino. cosa

tgo-ctga = :l,igin,a;t(k+l)§, k € 7 elde edilir.

coso. sino

- - 3 3rn . . - ..
Ornek 1. Eger cosa = 3 ve 5 <o < 2mise, sina, tana ve cota degerlerini bulunuz.

Coziim. sin’ o = 1—cos” a oldugundan, sin o = #+/1—cos” a elde edilir. o agis1 dor-
diincii dordiilde oldugundan, siniis, tanjant ve kotanjant fonksiyonlar1 negatif isaretlidir,

yani:
2
sinat =—/1—-cos’ o = — —(gj :—/l—i:_ /&:—i,
5 25 25 5

4
i 5 4
elde edilir. Buradan tgo = SH% 5 == clde edilir. tana - coto=1 oldugundan,
cosa. 3 3
3 5
ctgo = ! , yani ctg oo = —— elde edilir.
tg o 4

. . 24 31 . ) - .
Ornek 2. Egertga = E ve T < o< — ise, sina, cosa, cota degerlerini bulunuz.

Coziim.ctgo = % oldugundan, ctga = % elde edilir. Temel trigonometrik 6zdeslik
ga

sin” o+ cos” o = 1 ifadesini cos” a. ile bolersek, sunu elde ederiz:

sin’® o 1 5
—=—-— & lt+igla=—

cos“a  cos o Cos™ o

1+ =
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, 1 1
<& COSTA=—""7 & CoSa =

1+1g°a +1+1g’a .

Bunagore, aagistiigiinciidordiile aitolduguna gdre cos o = TS5 3
elde edilir. sin® o+ cos’ o = 1 esitliginde degistirmekle ! (24] = 3

+
2
sina=—v1-cos’a =—,[1— 7 :—%.
. 25 7
elde edilir.

Not. sin” a.+cos” o = 1 esitligini sin” o ile bolersek

coszoc_ 1 | 2
=— & Itclgo=——

I+— ; .
sin"o  sin”a sin” o

f—

1
.2 .
& sinffa=———— & sino=———.

1+cig’a +1+ctg’a

elde edilir.

1 . 1
C0S 0L = ——— ve SIn 00 = —=——=—=—== esitliklerinden su bagintilar elde edilir:
+yl+1g’a +1+ctg’a

1ga. ctga

—F——=vecosa =sina - ctgo = ————.
+1+1g’a +yl+ctg’a

Alistirma 1. Verilen ifadeleri sadelestiriniz:
a) sin*+ cos” a.-sin” oL+ cos’ o b) (tga.+ctga)’ —(tga.—ctga)’
Coziim.

. 4 2 .2 2 2 .2 2 2 2 2
a)sin” o.+cos” o-sin” o +cos” o =sin” a(sin” oL +cos” a)+cos” o =sin” o +cos” a =1
b) (tgo+ ctga)’ —(tgo. —ctgar)’ =

=tg o+ 2tgo - ctgo+ ctg o —tg o+ 2tgoctga. — ctg o = dtgo - ctgo. = 4.

sinoL =cosa-1ga =

Alistirma 2. Verilen 6zdesligi ispatlayiniz:
a)sin(2n—o)-cos(2n+a)-tg(n—a)-ctg(n+a)=sina-cosa

2
b) 1—(sin(37n—ocj+sin(2n—a)} =-2sino-cosa

Coziim. Esitligin sol tarafin1 doniistiirmekle sunu elde ediyoruz:

a)

sin(2n—oa)-cos(2n+a)-tg(n—a)-ctg(n+o) =
=—sina-cosa-(—tga)-ctga =sina-cosa
b) ,
. (3= . . 2
1- sm(T—ajJrsm(%t—oc)j =1—(—cosa—sina) =

=1-(1+2sino-cosa)=-2sina-cosa
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Ahstirmalar
1. g < a < molsun. Asagidaki degerleri bulunuz:

a) sina, eger coso = —0.6 ise b) sina, eger cota=—2 ise.

2. g < a < molsun. Asagidaki degerleri bulunuz:

o 1. 5 5.
a) cosa, eger sin o, = 3 1se b) tana, eger coso = 17 1se.
3. Asagidaki ifadeleri sadelestiriniz: .
a) 2—sin’ a.—cos’ o b) (1-sina)-(1+sina) )l-—5—.
cos” a

4. Asagidakiler verilmis olduguna gore, diger ii¢ trigonometrik fonksiyonun deger-
lerini bulun:

. T
a)smazaveg<a<n b)ctgoc:lveO<oc<§

4 3rn
c)cosa=—ve—<a<2m
5 2

5. cos (oc - gj +cos(a—1)—cos (OL —3775] +cos (o —2) ifadesini sadelestiriniz.

3.6. Temel Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri

Trigonometrik fonksiyonlarin grafiklerini ¢izmeye baslamadan 6nce, fonksiyonlari
daha once dereceler veya radyanlar cinsinden ifade ettigimizi hatirlayalim.

Asagida, trigonometrik fonksiyonlarin grafiklerini ¢izecek ve bu fonksiyonlarin bazi
ozelliklerini inceleyecegiz.

y = sinx Trigonometrik Fonksivonunun Grafigi

Trigonometrik birim ¢ember yardimiyla 6grendigimiz y = sinx trigonometrik fonk-

siyonunun temel 6zelliklerini kullanarak grafigini ¢izecegiz.

* y = sin x fonksiyonu her reel say1 x i¢in tanimlhidir. Bu, y eksenine paralel her
dogrunun fonksiyonun grafigini tam olarak bir noktada kestigi anlamina gelir.

» y =sin x fonksiyonu sinirlidir, yani her x€R i¢in —1<sinx<I olur. Bu, grafiginin
y=—1 ve y=1 paralel dogrular1 arasinda oldugu anlamina gelir.

» y =sin x fonksiyonu temel periyodu 27 olan periyodiktir. Bu, grafigini uzunlugu
2w olan bir aralikta, 6rnegin [—n,n] araliginda ¢izmenin yeterli oldugu anlamina
gelir. Fonksiyonun grafiginin geri kalani, grafigin 2kn, k€Z kadar x- ekseni bo-
yunca Gtelemekle elde edilir.
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* Fonksiyon y = sin x tektir, yani her x € R i¢in sin(-x) = -sin x gecerlidir. Bu,
grafiginin orijine gore simetrik oldugu anlamina gelir, yani fonksiyon grafiginin
[-m, 0] araligindaki kismi, fonksiyon grafiginin [0, nt] araligindaki kisminin orijine

gore simetrigidir.

* Fonksiyon y = sin x’in x € [0, ] araligindaki sifirlar1 x = 0 ve x = n’dir. Bu, fonk-
siyon grafiginin x € [0, nt] i¢in x-eksenini (0, 0) ve (m, 0) noktalarinda kestigi

anlamina gelir.

* Fonksiyon y = sin x, 0 < x < i¢in pozitiftir. Bu, fonksiyon grafiginin x € (0, m)

i¢cin x-ekseninin iizerinde oldugu anlamina gelir.

T). . . T . .
e XE (O,E] icin sin X monoton artandir ve X € (E,NJ icin monoton azalir. [0, «]

araligindaki maksimum degeri sinz =1.

[0, m] araliginda siniis fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢in bu araliktan birkag ag1
seceriz ve ardindan o agilarin biiytikliigline karsilik gelen fonksiyonun degerini belir-
leriz. Siral1 nokta ¢iftlerini bir dik koordinat sistemine XOy diizleminde yerlestiririz.

x |o|ZE|E|E|E|28|3m5m
6141323 ]4]6]|T
1

Sinx()—ﬁﬁlﬁﬁl()
21212 2122

“y = sin x fonksiyonunun tek oldugunu gz onilinde bulundurarak, [ -w, 0 ] araligin-

daki grafigin karsilik gelen noktalarina hemen sahibiz (Sekil 1).

siyon tek olduguna gore, [ -m, 0 ] araligindaki grafik, [ 0, « ] araligindaki grafigin orijine
gore simetrigidir. Buna gore, y = sin x fonksiyonunun [ 0, t | araligindaki grafigi Sekil

YA
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ||
_x
—n 2 0 _
nonom o 3m mX
6 3 2 4
i ERUNEERE——
Sekil 1

y = sin x fonksiyonu (0,§j araliginda artandir ve (g, nj araliginda azalandir. Fonk-

1’deki gibidir.
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y = sin X fonksiyonunun periyodik oldugunu ve periyodunun 2z oldugunu géz 6niin-
de bulundurursak, y = sin x fonksiyonunun grafigi, x € [-x, @] i¢in elde edilen grafigin
pRS (—oo,+oo) araliginda, x- ekseni boyunca 2kmn kadar 6telenmesiyle elde edilir. Boy-
lece, y = sin x fonksiyonunun grafigi, siniisoid olarak adlandirilan sonsuz bir egri elde
ederiz (Sekil 2).

y = sin X fonksiyonunun grafiginden onun temel 6zelliklerini okuyabiliriz:

X

y

YA

< !
|8}
rlg
A
bol=
(1]

A
m|;‘
=]

" J

Sekil 2

Fonksiyon tiim reel sayilar iizerinde tanimlidir.

Fonksiyon smirhdir, yani her x € Rigin, -1 <sinx<1 dir.
Fonksiyonun temel periyodu 2x olan periyodiktir.

Fonksiyon y = sin x tektir, yani her x € R i¢in, sin(-x) = -sin X tir.
Fonksiyonun sifirlar1 x = kx, k € Z noktalarindadir.

Fonksiyonun maksimum degeri, x = —g+ 2km,k € Zigin, y_ =—1dir.

Fonksiyonun minimum degeri, x = —§+ 2kn,k €Zigin, y . =-1dir.

Fonksiyon x € (—g + 2k, g + 2k7‘[j , k € Z i¢in monoton artandir ve

€ (g + 2kn,377c + anj , k € Z i¢in monoton azalandir.

Fonksiyonx € (2kn,(2k +1)n), k € Z ,iginporzitiftirve x € ((2k —1)m,2kn), k € Z

icin fonksiyon negatiftir.

= cos x Trigonometrik Fonksiyonunun Grafigi

Benzer sekilde, y = cos x trigonometrik fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢in daha
once 6grendigimiz 6zellikleri hatirlayacagiz.
* y = cos x fonksiyonu her reel say1 x i¢in tanimlidir. Bu, y- eksenine paralel her

dogrunun fonksiyon grafigini tam olarak bir noktada kestigi anlamina gelir.

* y=cos X fonksiyonu sinirlidir, yani her x € R i¢in -1 < cos x < 1’dir. Bu, grafiginin

y =-1 ve y = 1 paralel dogrular1 arasinda oldugu anlamina gelir.

59



Moduler Birim 3

y = cos x fonksiyonu, temel periyodu 2x olan periyodiktir. Bu, grafigini sadece
21 uzunlugunda bir aralikta, 6rnegin [-m, ©t] araliginda ¢izmenin yeterli oldugu
anlamina gelir. Fonksiyonun grafiginin geri kalani, [-n, 7] araliginda elde edilen
grafigin x- ekseni boyunca 2kn uzunlugundaki vektorlerle kaydirilmasiyla elde
edilir, k € Z.

y = cos x fonksiyonu cifttir, yani her x i¢in cos(-x) = cos x’tir. Bu, grafiginin y
eksenine gore simetrik oldugu anlamina gelir, yani fonksiyon grafiginin [-m, 0]
araligindaki kismi, fonksiyon grafiginin [0, n] araligindaki kisminin y eksenine
gore simetrigidir. n

y = cos X fonksiyonu x € [0, 7] i¢in x = ) sifirdir. Bu, fonksiyon grafiginin x €

[0, 7] i¢in X eksenini (g, Oj noktasinda kestigi anlamina gelir.

y = cos x fonksiyonu 0 < x < T icin pozitiftir ve — < x < 7 i¢in negatiftir. Bu,
. . ny. . e T S

fonksiyon grafiginin x € (0,5 icin x ekseninin lizerinde, x € (E, nj i¢in ise X

ekseninin altinda oldugu anlamina gelir.
Fonksiyon x € [0, «] i¢in azalir. [0, ©t] araligindaki maksimum degeri cos 0 = 1
iken, [0, ] araligindaki minimum degeri cos © = -1’dir.

x0y dik koordinat sisteminde, y = cos x fonksiyonunun [0, 7] araligindaki degerleri

icin agagidaki tabloda verilen noktalari ¢izecegiz.

n | m |n|ln|2n| 37t | S«

X Ol—=|—|=l=|—| — | — | &
6|4 |(3|2/3]| 4 6

1 1 -1
cosxlﬁﬁ—o-—_ﬁ_ﬁ
21212 2 2 2

y = cos x fonksiyonunun ¢ift oldugunu géz oniinde bulundurarak, [-x, 0] araliginda-

ki grafigin karsilik gelen noktalarini da elde ederiz (sekil 6). y = cos x fonksiyonu ¢ift
olduguna gore, [-mt, 0] araligindaki grafiginin, [0, ] araligindaki fonksiyon grafiginin y
eksenine gore simetrigi oldugu sonucu ¢ikar (sekil 3).
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YA

Sekil 3

y = cos X fonksiyonunun grafigi, x € (—oo, +0) i¢in, [—x, ©t] araliginda elde edilen
grafigin x ekseni boyunca 2kn, k € Z kadar Gtelenmesiyle elde edilir. Bu sonsuz bir
egridir ve kosiniisoid olarak adlandirilir (sekil 4).

Sekil 4

y = cos X fonksiyonunun grafiginden temel 6zelliklerini okuyabiliriz:

X

Fonksiyon tiim reel dogru lizerinde tanimlidir.

Fonksiyon smirhidir, yani her x € R i¢in -1 < cos x < 1’dir.
Fonksiyonun temel periyodu 2z’ dir.

y = cos X fonksiyonu ¢ifttir, yani her x € R i¢in cos(-x) = cos X tir.

Fonksiyonun sifirlar1 x = g +km, k € Z noktalarindadir.
Fonksiyonun maksimum degeriy_ = 1, x = 2k, k € Z igin ve minimum degeri
Yo = -1, x=2k+ D, k € Z igin.

Fonksiyon ((2k + 1)z, (2k + 2)m), k € Z araliklarinda monoton artandir ve (2k,
(2k + 1)m), k € Z araliginda monoton azalandir.

Fonksiyon x € (—g + 2kn,§ + 2knj , k € Z , igin pozitiftir ve

€ (g +2km, 37“ + anj , k € Z i¢in negatiftir.
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y =tgx Trigonometrik Fonksivonunun Grafigi

Trigonometrik ¢emberi ve tanjant eksenini kullanarak, y = tg x fonksiyonunun

—g,g araligindaki baz1 6zelliklerini yazabiliriz.

* Fonksiyon, her x # g +kn, k € Zigin tammldir. Bu ise, x = g+ km ,k € Z dogru-

lar1 fonksiyon grafigini kesmedigi anlamina gelir.
Fonksiyon sinirlt degildir, yani tiim reel degerleri alir. X degiskeninin degerleri

x=lrkn , k€7 degerlerine yeterince yakinsa, fonksiyonun karsilik gelen
degezrleri mutlak deger olarak sonsuz biyiiktiir. Daha kesin olarak, x degeri I
’ye yaklastiginda, fonksiyon sonsuz biiyiik negatif degerler alir ve x degeri E’ye
yaklastiginda, fonksiyon sonsuz biiylik pozitif degerler alir. Fonksiyonun grafigi
icin bu, x = g +km, k € Z dogrularina sinirsizca yaklastigi anlamina gelir.

Fonksiyonun temel periyodu n’dir. Bu nedenle, fonksiyonun grafigini uzunlugu

© olan herhangi bir aralikta, 6rnegin (—g,gj araliginda ¢izmek yeterlidir.

Fonksiyon tek fonksiyondur, yani grafigi koordinat baglangicina gore simetriktir.

Bu, fonksiyonun grafigini (),E araliginda ¢izmenin yeterli oldugu anlamina
: 2
gelir.

2°2
grafiginin (0,0) noktasinda x eksenini kestigi anlamina gelir.

y = tg x fonksiyonunun (_EJEJ araliginda x = 0 i¢in sifir1 vardir. Bu, fonksiyon

y =tg x fonksiyonu 0 < x < E, icin pozitiftir ve “Iex<o i¢in negatiftir.
Bu, fonksiyonun grafiginin x € (0,%) i¢in x ekseninin lizerinde, x € (—g , Oj i¢in
ise x ekseninin altinda oldugu anlamina gelir.

T T
—_,—

y = tgx fonksiyonu
2°2

j araliginda monoton artandir.
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Dik koordinat sisteminde, asagidaki tabloda verilen y = tgx fonksiyonunun [O, Ej
araligindaki degerleri i¢in elde edilen noktalar1 isaretleyelim. 2

T T T T

X 0 = = = =
6 4 3 2

tg X 1 ? 1 NE) B

y = tg x fonksiyonunun tek bir fonksiyon oldugunu géz 6niinde bulundurarak,
(_E 0} araligindaki fonksiyon grafiginin karsilik gelen noktalarini da elde ederiz, yani
2 b
T
(_5’ 0} araligindaki fonksiyon grafigi [O,gj araligindaki grafikle koordinat baglangi-

cina gore simetriktir (sekil 5).

wla
Y

9
o
iy
=NE
Bl=

-3
-2

Sekil 5
x degeri —g’ye yaklastiginda, grafik alt taraftan x = —g dikey dogrusuna yaklasir. Bu
dogruya y = tg x fonksiyonunun asimptotu denir. Benzer sekilde, x degerleri g’ye cok

yakin oldugunda, grafik ayn1 zamanda bir asimptot olan x = g dikey dogrusuna yaklasir.

y = tg x fonksiyonunun grafigi, y = tg x fonksiyonunun x (—g,gj araligindaki

grafiginin x- ekseni boyunca kn, k € Z kadar 6telenmesiyle elde edilir (sekil 5). tg x
fonksiyonunun grafigine tanjantoit denir (sekil 6).
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Sekil 6

y = tg x fonksiyonunun grafiginden temel 6zelliklerini okuyabiliriz:

Fonksiyon, her x # T kn , k € Z igin tanimlidir, yani tanim araligi
R\ {E +kn|ke Z} kiimesidir.
2
tg x fonksiyonu sinirsizdir. x degiskeninin degerleri x = g +kn, keZdegerleri-

ne yeterince yakinsa, fonksiyonun karsilik gelen degerleri mutlak degerce sonsuz
buiytiktiir.

y= g—i- kn, k eZ dogrulart fonksiyonun dikey asimptotlaridir.

y =tg x fonksiyonu, temel periyodu © olan periyodik bir fonksiyondur.
y = tg x fonksiyonu tek fonksiyondur.
Fonksiyonun sifirlar x = kx, k € Z’dir.

y = tg x fonksiyonu, her (—g+ kn,g + kTEj , k € Z araliginda monoton artandir.

Fonksiyon, her (kn,g—f—knj araliginda pozitiftir ve her (—%H’cn, kn] , kel

araliginda negatiftir.

y = ctg x Trigonometrik Fonksivonunun Grafigi

Trigonometrik ¢cemberi ve kotanjant eksenini kullanarak, y = ctg x fonksiyonunun
baz1 6zelliklerini yazacagiz.

Fonksiyon, her x # krt, k € Z i¢in tanimhidir. Bu, x = kn, k e Z dogrularinin fonk-
siyon grafigini kesmedigi anlamina gelir.

Fonksiyon siirli degildir, yani tiim reel degerleri alir. x degiskeninin degerleri
x =kmn, k € Z degerlerine yeterince yakinsa, fonksiyonun karsilik gelen degerleri
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mutlak degerce sonsuz biiyiiktiir. Daha kesin olarak, x degiskeni 0’a yaklastiginda,
fonksiyon sonsuz ¢ok biiyiik pozitif degerler alir ve x degikeni n’ye yaklastiginda,
fonksiyon sonsuz derecede biiylik negatif degerler alir. Bu, fonksiyon grafiginin
X =k, k € Z dogrularina siirsizca yaklastigi anlamina gelir.

Fonksiyonun temel periyodu n’dir. Bu nedenle, fonksiyonun grafigini uzunlugu
7 olan herhangi bir aralikta, 6rnegin (0, 7) araliginda ¢izmek yeterlidir.
Fonksiyon tektir, bu da grafiginin koordinat baslangicina gore simetrik oldugu
anlamina gelir. .

y = ctg x fonksiyonunun (0, ) araliginda x = 2 icin sifir1 vardir. Bu, fonksiyon

grafiginin (g , Oj noktasinda x eksenini kestigi anlamina gelir.
y = ctg x, fonksiyonu 0 < x < T i¢in pozitiftir ve T ex<n i¢cin negatiftir. Bu,
fonksiyon grafiginin x € (O,g i¢cin x ekseninin {izerinde, x € (g,nj i¢in ise x

ekseninin altinda oldugu anlamina gelir.
y =ctg x fonksiyonu (0, ) araliginda azalandir.

Dik koordinat sisteminde, asagidaki tabloda verilen y = ctg x fonksiyonunun (0, )
araligindaki degerleri i¢in elde edilen noktalar1 isaretleyelim (sekil 7).

T x| x| F |2 3nm
X 6 4 3 2 3 4 6
ctg x| /3 1 ﬁ 0 _ﬁ -1 |3
3 3
YA :
2 i
V3 i
1 s
3 i
3 :
AR T
Rk :
3 |
-1 E
i
-2 i
Sekil 7
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ctgx fonksiyonu, temel periyodu « olan periyodik bir fonksiyon oldugundan, grafigi
sonsuz sayida egriden olusur (sekil 7°deki gibi), bunlar y = ctg X fonksiyonunun (0, )
araligindaki grafiginin x ekseni boyunca kr, k € Z kadar 6telenmesiyle elde edilir (sekil
8).

rolsy
a

(¥l
o
B

ralz

Sekil 8

y = ctg X fonksiyonunun grafiginden temel 6zelliklerini okuyabiliriz:

» Fonksiyon, her X # kz, k € Z i¢in tanimlidir, yani tanim kiimesi R \ {kx | k € Z}

kiimesidir.

» y=ctg X fonksiyonu siirsizdir. X degiskeninin degerleri X = kz, k € Z degerlerine
yeterince yakinsa, fonksiyonun karsilik gelen degerleri mutlak deger olarak sonsuz
biytiktiir. Dogrular X = krt, k € Z, fonksiyonun dikey asimptotlaridir.

* y=ctg X fonksiyonu, temel periyodu © olan periyodik bir fonksiyondur.

* y=ctg X fonksiyonu tek fonksiyondur.

* Fonksiyonun sifirlart x = T kn , ke Z dir.

* Fonksiyon, her x € (kn, g + knj araliginda pozitiftir ve her

xe (g +km, (k+ l)nj , k € Z araliginda negatiftir.

ve Fonksiyon ctgX, her (krt, (K + 1)x), k € Z araliginda monoton azalandir.
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3.7. Trigonometrik Fonksiyonlarin
Grafigini Cizmek

y = a sin x Fonksiyonunun Grafigi
y = a sin x fonksiyonunun grafigini, y = sin x fonksiyonunun grafigi yardimiyla

kolayca ¢izebiliriz.

Belli bir x degisken degeri i¢in, y = a sin x fonksiyonunun degerleri, ayni x degeri
icin y = sin x fonksiyonunun degerlerinin a sayisi ile carpilmastyla elde edilir. a> 0 ve
a < 0 i¢in olas1 durumlar sekil 1’de verilmistir.

YA v=asinx, a>|
a>(
1
3n
O 2 o
ey I _,f;ff 2n x
oy D e |
Y, , /
/-1 /
/ /
~.
SN
4e0 YA
T Pt
// \\ // \\
/ y=asinx \ y=sinx / \\
!/ “l<a<p A\l R / \
A A LT TN
., \\ g
"""""""" IS RN //
\
\ /
\ 7/
~—

y=asinx, a<—|
Sekil 1

la| sayis1, y = a sin x fonksiyonun genligidir (amplitiidii) ve grafigin noktalarinin
apsis ekseninden en biiyilik sapmasini verir.

y = sin x fonksiyonunun grafigi y = -1 ve y = 1 dogrular1 arasindadir, yani -1 < sin
x < 1’dir, y = a sin x fonksiyonu i¢in ise -|a| < a sin x < |a| olur, yani grafigi y = |a] ve y
= -|a| dogrular arasindadir.

Ornek 1.y = 2 sin x fonksiyonunun grafigi, y = sin x grafiginin ordinatlarinin 2 ile

carpilmasiyla elde edilir. Benzer sekilde, ordinatlar 1 ile ¢arpildiginda y = —lsin X
grafigi elde edilir (sekil 2). 2 2
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Sekil 2

y = sin bx Fonksiyonunun Grafigi

b sabiti, x degiskenini ¢arptigina gore, y = sin bx fonksiyonunun periyodunda bir
degisiklik beklenmelidir. Bu nedenle, y = sin bx fonksiyonunun periyodu i¢in sunu
elde ederiz:

sinbx =sin (bx +2kn) = sinb(x +2l;_nj

Demek ki, 2kn k € 7 sayilart y = sin bx fonksiyonunun periyotlaridir ve temel

b

periyodu 2b_n ‘dir. Bu nedenle, fonksiyon grafiginin [0, Zb_n} araligindaki kismini ¢izmek
2

ve ardindan x ekseni boyunca k Tn , k € Z uzunlugunda 6teleme yaparak y = sin bx

fonksiyonunun grafiginin elde edilmesi i¢in yeterlidir.

[0, 2b_n} araligindaki grafik boliimiine dalga denir ve 21)_n sayisina da dalganin uzun-

lugu denir. Dalga uzunlugunun tersi olan g sayisina ise dalga sikhig: (frekans) denir.
T

Ornek 2. Sekil 3’te, y = sin 2x fonksiyonunun grafigi asagidaki sekilde elde edilerek
gosterilmektedir:

y= sin x

/\— sin2x /

68



HERHANGI BIR ACININ TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARI

* Fonksiyonun periyodu7 = %t = 2771 =7 ‘dir, yani fonksiyonun grafigi iki kat daha
kisa bir dalga boyuna sahip bir siniisoiddir. Bu nedenle, fonksiyonun grafigini [0,
n] araliginda temsil etmek yeterlidir;

* Fonksiyonun sifirlari, sin 2x = 0 denkleminden elde edilir, yani 2x = kx, buradan
km

2
7 oldugu anlamina gelir. n
* Fonksiyonun maksimum degeri, 2x = E+ 2km esitliginden elde edilir. Denklemi

, k € Z bulunur. Demek ki, [0, w] araligindaki sifirlar1 x =0, x =7/2 ve x =

X =

cozerek x = g +km, k € Z bulunur. Demek ki, [0, n] araliginda x, = % maksimum
oldugu anlamina gelir;

3 3
* Fonksiyonun minimum degeri, 2x = ?n+ 2km, yani x = Tn—i_ km, k € Z bulunur.
3
Buna gore [0, n] araliginda x,_,, = Tn elde edilir.

Ornek 3. Sekil 4'te y = sin%x fonksiyonunun grafigi gosterilmektedir.

Temel periyodu 7' = % =4’ dir.

Sekil 3 ve 4’ten, |b| > 1 ise, y = sin bx fonksiyonunun temel periyodunun y = sin x
fonksiyonunun temel periyodundan daha kii¢iik oldugu, b <1 ise daha biiyiik oldugu go-
rilebilir. Ayrica, b <0 ise, degiskenin isareti degistigi i¢in fonksiyonun isareti de degisir.

y = sin(X + ¢) Fonksiyonunun Grafigi
c sifirdan farkli herhangi bir reel say1 oldugunda, y = sin(x + ¢) fonksiyonunun gra-

figi, y = sin X fonksiyonunun grafigi yardimiyla ¢izilebilir. Her X i¢in sin((X + C) - C) =
sin X oldugunu bildigimizden, y = sin(X + C) fonksiyonunun grafigini, y = sin X fonksi-
yonunun grafigini X-ekseni boyunca |c| kadar kaydirarak elde edebiliriz. Eger ¢ > 0 ise,
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oteleme sola dogru |c| kadar, ¢ <0 ise saga dogru |c| kadar 6telenir. Yani, y = sin(X + C)
fonksiyonunun grafigi argiimanindaki X + ¢ ifadesinin sifir oldugu, yani X + ¢ = 0 veya
X =-C oldugu x degiskeninin degeri i¢in kaydirilarak telenir.

¢ sabitine faz sabiti denir. Bu nedenle, y = sin X ve y = sin(X + C) fonksiyonlarinin
fazda farkli oldugunu, yani y = sin(X + ¢) fonksiyonunun ¢ > 0 veya ¢ <0 olmasina baglh
olarak y = sin x fonksiyonuna gore fazda ilerledigini (veya geride kaldigini) sdyleriz.

Ornek 4. y = sin( x+§j fonksiyonunun grafigi, ¢ = g > 0 oldugu i¢in sola dogru
% kadar otelenerek elde edilir. Benzer sekilde, y = sin(x—%j fonksiyonunun grafigi,

c= _% < 0 oldugu icin saga dogru % kadar Gtelenerek elde edilir (sekil 5).

Sekil 5

y = asin(bx + c) Fonksiyonunun Grafigi

y = asin(bx + ¢) fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢ciny = sinx, y =a sinx, y = sin
bx ve y = sin(x + ¢) fonksiyonlarinin grafiklerini kullanacagiz.

y = asin(bx + ¢) fonksiyonunun genligi |a| sayisidir, yani -|a| < a sin(bx + ¢) <|a|. Bu
ise, y = asin(bx + c¢) fonksiyonunun grafiginin y = a ve y = -a dogrular1 arasinda oldugu
anlamina gelir. e

y = asin(bx + ¢) fonksiyonunun periyodu 5 k € 7 “dir, ¢iinkii

asin(bx +c) =asin(bx+c+2km) = asin(b(x+2l;—nj+c].

bx + ¢ = 0 denkleminden x = —< elde ederiz, bu nedenle y = asin(bx + c¢) fonksi-
yonunun grafigi, y = a sin X fonksiyonunun grafiginin X- ekseni boyunca —% kadar

otelenmesiyle elde edilir. Egerg > () ise, sola dogru —% kadar, eger% < 0ise saga dogru
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—— kadar otelenir. Gerekli olan kalan veriler, fonksiyonun sifirlari, maksimum ve

minimum degerleri daha 6nce oldugu gibi belirlenir.

Simdi y = a sin(bx + ¢) fonksiyonunun grafigini ¢izebiliriz. Bunu adim adim 4 asa-
mada yapacagiz:

1. adim: y = sin X fonksiyonunun grafigini ¢izeriz,

2. adim: y = sin bx fonksiyonunun grafigini ¢izeriz,

3. adim: y = sin(bx + ¢) fonksiyonunun grafigini ¢izeriz,

4. adim: y = a sin(bx + ¢) fonksiyonunun grafigini ¢izeriz.

Alstirma 1. Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz:
T 2. I
a) y=2sin| 2x—— b) y=——sin| 2x+—|.
" ( i 2) SO ( 3J

c

a)a=2,b=2, c= —g, T=mn —= —% .Dort adimin tamami sekil 6’da verilmistir.

YA

G 17
yZZSIH(Z'fz) y:SHl(Z}H%)

Sekil 6

. Dort adimin tamami sekil 7°de verilmistir.

c_r
3 b6

YA _ 2 =
hY 3 sin (2x+3 )

Sekil 7

Ahstirma 2. y =2sin (2x - gj +1 fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

71



Moduler Birim 3

Coziim. y = a sin(bx + ¢) + d bi¢imindeki bir fonksiyonun grafigini ¢izmek i¢in daha
once belirtilen 4 adim1 uygulariz ve y = 2sin(2x—£j fonksiyonunun grafigini elde
ederiz. y = 2sin (2x - gj +1 grafigini ¢izmek i¢in su adimi da uygulamaliy1z:

5. adim: y = a sin(bx + ¢) fonksiyonunun grafigini y ekseni boyunca yukari dogru d
> 0 ise ve asag1 dogru d < 0 ise dteliyoruz.

Bu demektir ki, y = 2sin(2x—§] grafigini 1 birim yukariya dogru otelemekle

y =2sin [2x —%} +1 grafigi elde edilecektir (sekil 8).

yzZsm(h%%)+]

y=sin (2x—%)

. T
y=2 Vs at
b sm(rz)

Sekil 8
y =a cos(bx + c¢) + d fonksiyonunun grafigi

acos(bx+c)+d =asin (bx +c+ gj +d olduguna gore, y = a cos(bx + ¢) + d fonksi-

yonunun grafigi, y = a sin(bx + ¢ ) fonksiyonunun grafiginin ¢izilmesiyle elde edilebilir,

burada ¢, =c¢ +§ dir.

: : 2n, . . :
Bunun ifade, a’nin genlik oldugu, 7' = Tn’nln periyot oldugu ve x = —% nin faz Ote-

lenmesi oldugu anlamina gelir. Bunu goz 6niinde bulundurarak, y = a cos(bx + ¢) +d
fonksiyonunun grafigi, y = cos X fonksiyonunun grafigi yardimiyla kolayca ¢izilebilir.

Alstirma 1. y =2cos (2x + g} fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

2cos (Zx + gj =2sin (2x + g + g} oldugundan,
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2cos (2x + gj =2sin (2x +m)elde edilir. Buna gére, y = 2cos (2x + gj grafiginin ¢izi-

mi, Y = 2sin(2x + ) fonksiyonunun grafiginin ¢izimine indirgenir. Bu durumda sunlari
elde ediyoruz:

 Genlika=2,
. PeriyotT=2—n:2—n=
b 2
» Faz otelemesi: x = - —E,
b 2

 Fonksiyonun sifirlari 2x + 7 = kx, k € Z denkleminden elde edilir, yani x = km n,

ke Z.k=0,k==1, k=42, k==£3 i¢in sirasiyla formiilde degistirmekle, fonksiyonun

T

T 3n .
sifirlari: x, =——, x, =0, x; =—, x, =@, x; =-7, X, =——, elde edilir.
2 2

* Fonksiyonun maksimum degerini 2x+ = g +2kn, keZ yani x= —%Jr km,

denkleminden elde ederiz, buradan k = 0 i¢in x,,, = —g vek=11icinx__ :3—n elde
edilir.

* Fonksiyonun minimum degeri k£ =0, x

1.

min

=Zvek =1, x,, = %" elde edilir (Sekil

y=2sin (2x+m) =2 cos (2x+ g)

Sekil 1

Ahstirma 2. y = %cos (x + gj +1 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
icos x+ = |+1= Esin PRI esitliginden,
2 2 2 2 2

icos x+Z|+1 zisin(x+n)+l elde ederiz.
2 2 2
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YA y= %sin(xﬁ[) +1 :% cos (X+§)+l

.......

. 1 = %Sin(x+ﬂ:)

=Y

~
‘‘‘‘‘‘‘

y=simnx

Sekil 2

Demekki,graﬁgingizimi,a=%, b=1, T=2m, x=—%=—nolany=%sin(x+n)+l

fonksiyonunun grafiginin ¢izimine indirgenir (sekil 2).

y = atg(bx+c)+d fonksiyonunun grafigi

y = tgX fonksiyonunun 6zelliklerini zaten inceledik. y = a tg (bx + c) + d fonksiyonu-
nun grafigi, y = asin(bx + ¢) +d ve y = acos(bx + ¢) + d fonksiyonlarinin grafiklerine
benzer sekilde elde edilir.

Ornek 1. y = %tg (x + gj —1 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Céziim. Ilk olarak, y = tgx fonksiyonunun grafigini [—§+ kn,ng kn} k €7 ara-
liginda ¢izeriz. Daha sonra, X ekseni boyunca T birim sola kaydirilarak y = tg(x + gj
grafigi elde edilir. Eger y = tg( X+ gj grafiginin her ikinci koordinati % ile carpilirsa

y= %tg(x + gj elde edilir ve sonunda, grafik y- ekseni boyunca bir birim asag: 6tele-

nirse, y = %tg (x + gj —1 fonksiyonunun grafigi elde edilir.
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Not. ctgx =tg (g - xj doniistiirme formiiliiyle, y = actg (bx + c) +d fonksiyonun
grafigi y = —atg [bx - (g - cD + d fonksiyonun grafiginden elde edilir.

Alistirmalar
Verilen fonksiyonun grafigini ¢iziniz:

1. y=3sinx 2. y=—5sinx 3. y=sin3x
. . T . (4x m
4. y=sin3x-1 5. y=sin| x+— 6. y=2sin| —+—
4 3 3
1 T
7. yzECosx 8. y=cos3x+1 9. y=cos x+5 -2.

3.8. Adisyon Formiilleri

sina, sinf3, cosa ve cosB degerleri yardimiyla, adisyon teoremleri olarak taninan
sin(a+B), sin(a—B), cos(a+p), cos(a—P), tg(a+p), tg(a—P), ctg(a + p) ve
ctg(a - B) fonksiyonlarin degerlerini belirleyebiliriz.

Daha 6nce bir eksen tizerindeki vektoriin cebirsel degerinin ne oldugunu gorelim.

—

OA, OB vektorleri ve bir X ekseni verilmis olsun (sekil 1). Eger O4 vektoriiniin son
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noktasindan X eksenine bir dikme indirir ve kesisim noktasini A’ ile isaretlersek, o za-
man OA vektoriiniin X ekseni tizerindeki izdlistimiiniin OA’ vektorii oldugunu soyleriz.
Benzer sekilde, OB’ vektorii OB nin x ekseni iizerindeki izdiisimidiir.

B A

B %) AT %

Sekil 1

OA vektorii ile X ekseni (veya OB vektorii ile X ekseni) arasindaki agidan, X ekseninin
pozitif yonde dondiiriilerek OA vektori (veya OB vektorii) ile ayn1 dogrultu ve yone
sahip olacag en kiigtik acy1 anlariz.

AOA' A’dan OA' vektériiniin uzunlugu |OA '| |52| cosa oldugu elde edilir ve bu
sayl1 OA' vektoriiniin X- ekseni iizerinde cebirsel degeridir. Benzer sekilde, OB’ nin
uzunlugu|OB | |OB| cos 3 olacaktir.

B acisin1 B = m — vy olarak yazabiliriz. Bu durumda cosf3 = cos(n - y) = -cosy olur.
Dolayistyla |OB | —|OB| cos Y, yani — |OB | |OB| cos Y, bu da OB vektoriiniin x ekseni
iizerindeki cebirsel degeridir.

Yani, herhangi bir vektoriin belirli bir eksen tizerindeki izdiistimiiniin cebirsel degeri,
o vektdriin uzunlugunun vektor ile eksen arasindaki aginin kosiniisii ile carpimina esittir.

iki acinin toplamimin ve farkinin siniisii
B ile OB ve OC vektorleri arasindaki agiy1 isaret edelim. Eger OB vektorii x- ekse-

ninin pozitif kismu ile a agis1 yapiyorsa, o zaman OC vektoriiniin x -ekseninin pozitif
yonil ile yaptigi ac1 o + B ye esittir (Cizim 2).

YA

™ =y

Sekil 2

Siniis fonksiyonunun tanimindan, sin(o +f3) = |O—C1| gerekir.

C noktasindan OB vektériine CCZ’ dikmesini indirirsek:

OC =0C, + C,C elde edilir.
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|0_C~1| degeri OC’nin y- ekseni lizerindeki izdiistimiiniin cebirsel degeri oldugundan,
|O—C1| degeri &Z ve a@ vektorlerinin toplaminin y- ekseni {izerindeki izdiislimiiniin
cebirsel degeridir, bu nedenle:

0G| =|0C;|-cos £(0C;,0C) +[C,€|-c0s £(C,C,0C)) elde edilir

Cebirsel degerden |O—C2|=|R’|cos[3=cos[3 ve |C2—C|=|R'|~sin[3:sin[3
elde edilir. Doniisiim formiillerinden cosL(O—Cz,O—C]):cos(E—oc):sinoc ve

cos 4(@,0—6’1) =cosa elde edilir. Bu ise |O—Cl| =cosf-sina+sinf3-cosa yani
sin(a+ ) =sin o - cos B +sin B-cos o gerektirir. Bu da iki a¢inin toplaminin siniisiine
ait formiildiir.
sin(a —B) = sin(a + (—P)) = sin a.- cos(—P) + cos a - sin(—f) oldugu i¢in, fonksiyonlarin
Ozelliklerini uygulayarak sunlar1 elde ederiz:
sin(o.—f) =sino-cosP—cosa -sin B

yani iki a¢inin farkinin siniisiine ait formiil elde edilir.

Ornek 1. a) Adisyon formiillerini uygulayarak sunlar1 hesaplayabiliriz:

BB BB
ERERERERR AL
32 142 \/5(\/5_1)

sin15° =sin(60° —45°) =sin 60°- cos45°—cos60°-sin45°= — - — —— — = ——
2 2 2 2 4

sin 75° =sin(45° +30°) =sin45°-cos 30° + cos 45°-sin 30° =

Ornek 2. a) sin 36° cos 24° + cos 36° sin 24° ifadesinde, a. = 36° ve p = 24° koyarsak,

J3

sin36°-cos 24° + c0s 36° - sin 24° = sin(36° + 24°) = sin 60° = 5
b) Benzer sekilde,
sin137°-¢c0s62°—cos137°-sin 62° =sin(137°—62°) =sin 75° = ?(\B + l).

Ahstirma 1. sin(30° + a) + sin(30° - a) ifadesini sadelestiriniz.
Coziim. sin(30° + a) + sin(30° - o) =
=sin30°-cosa +cos30°-sina +sin30°-cosa —cos30°-sin o =

=2sin30°~cosa=2~%cosa =Ccosal.

Iki Acimin Toplaminin ve Farkinin Kosiniisii

cos oL =sin (g— ocj oldugundan, cos (o + ) =sin (g—(a + B)j ve

sin (g—(a T B)j = sin[(g - aj - Bj. Buna gore:
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cos(oc+[3):sin[(g—aj—[}}:sin(g—(x)cosl?)—cos(g—a)sinﬁ:cosa-cosB—sina-sinB

Demek ki, cos (oc + B) = cos o -cosP—sin o -sin B formiild, iki aginin toplaminin ko-
sinlisli formiiliidiir.
cos(a—P)= cos(oc + (—B)) =coso.-cos(—B)—sino-sin(—p) =
=cosa-cosP+sino-sinf

yani, cos(a - B) = cosa cosp + sina sinf, iki a¢inin farkinin kosiniis formiiliidiir.

Ornek 3. a) iki aginmn toplaminin kosiniis formiiliinii uygulayarak sunlar1 hesapla-
yabiliriz:
c0s105° = cos(60°+45°) = cos60°- cos45° —sin 60°-sin 45° =
:l.ﬁ_ﬁ.ﬁzﬁ(l_@)
2 2 2 2 4

b) Benzer sekilde, iki aginin farkinin kosiniis formiiliinii uygulayarak,
cos15°=co0s(45°—-30°) =cos45°-cos30°+sin45°-sin30° =

V32 21 2
=t =—(\/§+1).
2 2 2 2 4

Ornek 4. a) Eger o= 107° ve B = 17° alirsak,

cos 107° cos 17° + sin 107° sin 17° = cos(107° - 17°) = cos 90° =0
b) Benzer sekilde, cos36°- cos 24° —sin 36°-sin 24° = cos(36° + 24°) = cos 60° = —.
Alistirma 2. cos(60° - a) + cos(60° + a) ifadesini sadelestiriniz. 2
Coziim. cos(60° - a) + cos(60° + a) =
=08 60°- cos .+ sin 60°-sin o + cos 60° - cos o, —sin 60°-sin oL =

=2c0s60°~cosoc=2%cosoc=cosoc.

Iki Acinin Toplaminin ve Farkinin Tanjanti

i T
tgo = S , 0 # kTt+ 2 k € Z i¢in taniml oldugundan, cos(a + B) # 0 olmak iizere.
cosa

t (OH_B): Sin(a+B) _ sino.-cosf+cosa-sinf
g cos((x+B) coso - cosP—sina-sin B

Pay ve payday1 cosa cosp (cosa - cosp # 0) ile bolersek:
sina - cosf3 N cosa-sin 3

coso-cosP  cosa-cosf  tga+tgh elde edilir
cosa-cosf  sina-sinfl  I-tga-tgf '

tg(a+p)=

cosa-cosf3 cosa-cosf
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Buna gore,

) _ tga+tgf
l-tgo-tgfP

iki aginin toplaminin tanjanti formiiliidiir.

o v tgo+tg(—Pp) _ tgo—tgf
tg(oc B)—tg(OH( B))_l_tga.tg(_ﬁ)_1+tg0c-tg[3

tg(o+ oc,B,oc+B¢§+kn, keZ

olduguna gore,

tg(o—p)=—E*"€P B oipe 2, k 2 formiils elde edilir. Bu ise iki

I+tga-tgp

acinin farkinin tanjanti formiilidiir.

Ornek 5. a) iki agmin toplamina ait tanjant formiiliinii uygulayarak:

L3
tg45°+1g30° T 3 343

tg 75° = tg(45°+30°) = = = =
8 g ) 1—tg45°-tg30° V3 3-43

1-1-

3
2
(3443 _12+63 _, 5
9-3 6
elde edilir.
b) Benzer sekilde NE)
tg15° = tg(45°-30°) = £ 0" _ 3 _
1+tg45°-tg30° NE)
1+1-—
3
2
3-v3 (3-V3) 12-63
= = = :2—\/5_
343 9-3 6
elde edilir.

Alistirma 3. tg o =2 olduguna gore tg(a +§j degerini hesaplayiniz:

Coziim. Iki aginm toplamina ait tanjant formiiliinii uygulayarak:

TU
tgo+tg—
tg(owﬁj: 4 2413 3 iide edilir

T 1-2 -1
l-tgo-tg—
g 84

Iki Acimin Toplaminin ve Farkinin Kotanjanti

- ¢ , o # km, k € Z olduguna gore,
sina

cos
ctgo =

cos(a+B) cosa-cosP—sina-sinf

- =— — elde edilir.
s1n((x+[3) sina-cosP+cosa-sinf3

sin(a +B) # 0 igin, ctg (o +p) =

Bu ifadenin pay ve paydasini sin o -sin 3 # 0 olmak {izere, sin o - sin 3 ile bolersek
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cosa-cosP  sino-sinf3

sina-sinf} sino-sinf  ctga-ctgB -1
sina.-cosf  coso-sinf '
: . B+ ; ' B ctgB+ctga

sina-sinf3  sino-sinf3

ctg(o+p)=

ctgo.-ctgf—1

elde edilir. Demek ki, ctg(a.+pB) = o
ctgP + ctga

laminin kotanjant1 formiiliidiir.
Benzer sekilde, iki a¢inin farkinin kotanjant1 formiili elde edilir:

ctg(o—p)=

o, B, o+ B # kn, k € Z iki a¢inin top-

ctga-ctgf+1

o,B,o+PB#kn,keZ.
ctgp—ctga

Ornek 6. a) ki agmin toplamina ait kotamjant formiiliinii uygulamakla

B

ctg60°-crgase—1 3 L1 3-3

ctgl05° = ctg (60° + 45°)

ctg45° +ctg60° - 1+£ 3443
3
(-3 e 243
39 6
elde edilir.
b) Benzer sekilde

2
_ctg45°-ctg30°+1_1-\/§+1_(\/§+1) _4+2\/§_2+\/§
ctg30°—ctg45°  3-1 3-1 2

ctgl5° = ctg(45° - 30°) =
elde edilir. 3 1 . -
Alstirma 4. ctga == ve ctgf=—, 0<a <—,0<p <— olduguna gore a + P top-
o 4 7 2 2
lamint belirtiniz.

Coziim. ctg(oc + B) =

31

tga-ctgB-1 4 7

ctgo-ctgB-1_4 7 =-1ve 0<a+p<n oldugundan
+

3 ctgB+ctga 1
o+p= T" elde edilir. 7

Ahstirmalar

1. Verilen ifadelerin degerini hesaplayiniz:
a) sin 278°-cos 68° —cos278° - sin 68°
b)sin21°-¢c0s9°+co0s21°-sin 9°

¢) cos18°-cos63°+sin18°-sin 63°

¢) c0s32°-cos58°—sin32°-sin 58°.

2. Verilen ifadeleri sadelestiriniz:

. T . T s T
a) sim| —+ao |-Sin| —— A |+COoS| —+a [-COS| ——
(4 j (4 j (4 j (4 j
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b)cos(§+aj-cos( —aj+sin( +a]-sin(a— j

c) sin(ﬁ—ocj-cos[a+Ej+cos(a—ﬁj-sin(a+ j
2 3 2

¢) cos[£+aj~cos(£—aj—sin(ﬁ+aj-sin(ﬁ—aj.
2 3 2 3

3. Verilenlere gore belirtiniz:

a)tga=-11ise, tg(a—%}

I
N
~a

w3

1 ) 1 T T.
b)sina=—vesinf=—, O<a<—,0<p<—ise, tg(a + ).
) 5 B 3 5 p 5 g(a+p)

4. Verilen 6zdeslikleri ispatlayiniz:

a) sin(ou+ ) +sin (o —B) = 2sina.- cos B
b) cos(a—PB)—cos(a +p) = 2sina -sinp
¢) sin(a+p)- sin(oc - B) =sin’ oo —sin’ B
¢) cos(a+p)-cos(a—P) = cos® o —cos” f.

3.9. Cift Ac1 ve Yarim Ac¢1
Trigonometrik Fonksiyonlari

sin(a + B) = sina cosP + sinf cosa formiiliinde, = a yerine koyarsak, o zaman:
sin(a + o) = sina cosa + sina cosa = 2 sinol coso

elde edilir. Buna gore sin 2a = 2 sina cosa, ¢ift aginin siniis formiilidiir.

Benzer sekilde, cos(a + ) = cosa cosp - sina sinf} formiiliinde, B = a yerine koyarak,
cos 20, = cos? a. - sin? @, yani ¢ift acinin kosiniis formiilii elde edilir.

Cift aginin tanjant ve kotanjant formiilleri sunlardir:

2

2ga igina¢£+kn, k eZve cthOLZCtg—OL_1

te2a = s
8 1-tg’a 4 2ctga

,igina¢g+kn, kel.

Ornek 1.sina = % ve a ikinci bolgedeki bir a¢1 olsun. Asagidaki degerleri bulunuz:
a) sin 2. b) cos2a c) tg2a ¢) ctg2a.

Coziim. A¢1 a ikinci bolgede oldugundan, cosa < 0°dir. O zaman:

cosa, =—/1—sin’ a =—£, tga = sina =_ive ctga = CF)SOL =—£~
13 cosa, 12 sin o 5
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2 2
b)cos2a:cosza—sin2a:(_2j _(Sj _119

13) 13) 169
)
¢) g2 = Ztg(z _ 12 : _ 120
l-tg°a 5 119
5
(5]
G)Ctgza:ctgza—lz 5 _ 19
2ctga 2,(_ 12) 120
5
Alstirma 1. Verilenlerin degerini belirtiniz:
a) 2sin15°-cos15° b) cos”15°—sin*15°
2tgE ctg’ T
0 —=0 §—o—.
l-1g 3 2ctgg

Coziim. a)2sin15-cos15°:sin2-15°:sin30°:l,

J3

b) c03215°—sin215°=c052-15°=cos30°=7,

T
2tg — .
c) 6 =tg2 ztg—:\/g ,
1—1‘g2E 3
6
ctg® — -1 NE]
©) :ctg2-—:ctg—:—3.
2ctg — 3

Alhstirma 2. Verilen 6zdesligi ispatlayiniz

a) 1—(sina.—cosa)’ =sin2a b) ctgo —sin 2o = ctg o - cos 2a.
Coziim. a) Sol tarafi doniistiirmekle:

1—(sina—cosa)’ =1—(sin* a.—2sin o -cos o+ cos’ o) =
=1-(1-2sina-cosa)=1-1+2sina-cosa =2sina-cosa

elde edilir.

Sag tarafta 2sin o - cos a = sin 2a elde edildigine gore, esitlik ispatlanmistir.
b) Sol tarafin doniistiiriilmesiyle:

cosa coso.—2sin’ a.-cosa

———2sino.-coso = -
sin o sin o

- cosoc(l—Zsin2 oc)

. = ctgoz(cos2 o —sin’ oc).
sina

cos2a = cos’ o.—sin’ a olduguna gore, esitligin sag tarafi elde edilir.
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Yarim ag1 bigiminde trigonometrik fonksiyonlarin formiilleri sin® o+ cos” oo =1 ve
cos’ o.—sin” a = cos 2a. temel trigonometrik dzdesliklerinde a yerine d koyarak elde
edecegiz, yani 2

., a , O , A .,
sin“ —+4cos”"—=1vecos"——sin"—=cosa.
2 2 2

Bu iki denklemi toplarsak, 2 cos’ % =1+ cosa, yani: cos% =+ /HC% elde edilir.

Bu ise yarim agilarin kosiniis formiiliidiir.

e o o . ,0
sin® =+ cos®> — =1 dan cos’ 3 sin’ By = cosa’y1 ¢ikararak:
2 2

. L0 ..o /l—cosoc . . e
2sin’ By =1-cosa, yani Sll’lE =% — elde edilir. Bu ise, yarim a¢ini siniisii

formiiliidiir. 1 =
I+cosa >0 ve l-cosa >0 olduguna gore, \/ TCOSA e \/ €059 formiilleri an-
lamlidir. 2 2

o sin &
tg—= icino#n+2kn, keZve

2 a

cos—

o

o COos

ctg—= 2,OL¢2kTC, kel ,

2 . a

sin—

2

oldugundan, yarim ag¢inin siniis ve kosiniis formiillerini yerine koyarak yarim aginin
tanjant ve kotanjant formiilleri elde edilir, yani:

o 1—cosa o 1+cosa
1g—=%|——— vectg—=# [ —— =
2 1+cosa 2 l—cosa

Kokiin oniindeki isaret, % acinin hangi bolgede olduguna ve o a¢inin trigonometrik

fonksiyonunun isaretine bagli olarak seg¢ilir.

Ornek 2. Eger a = 15° ise, sin a, cos o, tg o ve ctg o degerlerini bulunuz.

a)oa=15° b)a:%.

a) o = 15° acisini % seklinde yazmakla:

. . 30° /1—c0s30°

sin15° =sin = =
2 2

c0515°:cos3(2) :1/1+C(;S3O = “2;\5

elde edilir.
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30° _ [1-cos30° \/2 NG 2 i
2 1+cos30° ,/2+f

30 1+cos30 :2+\/§

tgl5°=tg

ctgl5° =ct =
g & T\ 1—cig30°
n
b) r_4 olduguna gore:
g8 2
1- cos /
sin— =
8 2

Alistirmalar

1. sina = % ve a ikinci bolgedeki bir ac1 olsun. Asagidaki degerleri bulunuz:

a) sin 2a b) cos 2a ¢) tg 2a d) ctg 2a
2. cosa = 3, O<a< Eolduguna gore, sin E’ cos E, tg
4 2 2 2

3. Ifadeleri sadelestiriniz:

a) 2sin 20°- cos 20° b) cos® - —sin ——
10 10
c)sinn_acosn_a d) Ztgf :
2 2 1-1g°5°

3
4. tgo = 2 ve 180° < o < 270" ise, asagidaki degerleri bulunuz:

a) sin 2o b) cos2a c) tg2a ¢) ctg2a.

5. Kesirleri sadelestiriniz:

sin100° cos 80°
a) b) :
cos50° c0s40° +sin 40°
sin 40° c0s36°+sin”18°
©)——— ¢)
sin 20 cos18&°

& cte Loelirtilsin,
2 2
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3.10. Trigonometrik Fonksiyonlarin Doniisiimii

Trigonometrik Fonksivonlarin Carpiminin Toplam ve Fark Seklinde Doniisiimii

Esitlikleri toplayarak:
cos(a+ ) =cosa-cosP—sina-sinf
cos(a.—f)=cosa-cosP+sina-sinf

cosa-cosP = %(cos(oc +B)+cos (o — B)) elde edilir.

Ikinci denklemden birincisini ¢ikarirsak, sunlari elde ederiz:
sino-sin = %(cos(oc —B)—cos(a+ B)) .

Benzer sekilde,

sin(ot+B) =sino - cosP+cosa-sinf

sin(o. —B) =sina-cosP—cosa.-sinf

denklemleri toplayarak:
sino-cosp = %(sin(a +P)+sin (o —B)) :
elde ederiz:

Ornek 1. sini—;t . cosZ—;t carpiminin degerini bulunuz.

Coziim. Farkli iki a¢inin siniis ve kosiniisiiniin ¢arpimini1 doniistiirme formiiliini
uygulayarak sunlari elde ederiz:

. 5m T 1( . (57 Tx . (5t Tn 1( . . T 1
sin—-cos— =—| sin| —+— |+sin| ——— | |=—| sinw+sin| —— | |=——.
12 12 2 12 12 12 12 2 6 4

Ornek 2.2 sini—Tc . sinl2 carpiminin degerini bulunuz.

Coziim. Farkli iki a¢inin siniislerinin ¢arpimini doniistiirme formiiliinii uygulamakla
carpim belirtilir:

.5t . om 1 St m St w b n 1 1
2sin—-sin—=2-—| cos| ——— |—cos| —+— | |=cos——cos—=——0=—.
12 12 2 12 12 12 2 3 2 2 2

Alistirma 1. sin [g - ocj -sin (g + ocj = %(2 cos 2a +1). 6zdesligini ispatlayimz.

Cozium. Farkli iki a¢inin siniislerinin ¢arpimini doniistiirme formiiliinii uygulayarak
0zdesligi ispatliyoruz:

sin E—OL -sin E+oc :l cos2oc—(:052—7T :l cos20L+sinE :l(2cos2oc+l).
3 3 2 3 2 6 4
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Trigonometrik Fonksiyvonlarin Toplam ve Farkinin
Carpim Seklinde Doniisiimii

Carpimi toplam veya fark seklinde doniistiirme formiillerinex =a+ fvey=a-f
X—y
2
toplam ve fark formiillerini elde ederiz:

koyarsak, o = HTy ve 3= elde edilecektir. Bunlar1 yerlerine koyarak, siniislerin

+ p—
cosx+cosy=2cosx2y-cosx2y

. + . -
cosx—cosy:—Zsmx2y-smx2y

. . . X+ -
smx+s1ny:2smx2y-cosx2y

sinx—siny:2sinx;y-cosx;y .

Ornek 3. Toplam1 veya farki ¢arpim bigiminde yaziniz:

. . 2
a) sin o+ cos o b)cos%—sm?n.
Coziim. a) T T
a+——a o——+a
sin o+ cos o = sin o+ sin| ~—o | = 2sin 2 -COS 2 =
2 2 2
—2sinZcos| a—= :Z-Q-cos T a =+/2 cos T a =+/2sin Tia
4 4 2 4 4 4
T . 2. T T 27 T T .3t . owm
b) cos——sin— =cos——cos| ——— |=cos——cos— = 2sin—-sin—.
6 5 6 2 5 6 10 20 20
tgx + tgy ve ctgx + ctgy formiilleri asagidaki sekilde elde edilir:
tgx+tgy = sinx _siny _ sin(x + y)
COSX COS) COSX-COSY
tgxitgy:m,iginx¢£(2k+l),y¢£(2n+1),neresik,neZ
COSX-COS ) 2 2

ctextctgy = s'in(yi.x) Jigin x # km,y # nn, k,nel.
sinx-sin y

Ahstirmalar

1. 4sin (1 + gj cos (1 + gj ifadesini belirtiniz.

2. cos 70° cos 50° ¢arpimini toplama doniistiiriiniiz.
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3. Yazin agagidaki fonksiyonlar1 toplam olarak:
a) cos’ a b) sin’® a

4. cos?3 + cos?1 - cos 4 - cos 2 = 1 oldugunu ispatlayiniz.

5. Toplami veya farki ¢carpim olarak yaziniz:
a) sin 40° + sin 20° b) cos 73° - cos 47° ¢) cos 20° + cos 40°

6. Esitlikleri ispatlayiniz:
21)1—<:osoc:2sin22 b) 1+sina =2 cos’ r 2
2 4 2

7. Ispatlaymiz:

a) sin(%+a)+sin(%—aj=x/§cosa

b) cos(g—aj—cos(§+aj:\/§sina.

3.11. Trigonometrik Denklemler

Tamim 1. Iginde bilinmeyeni trigonometrik fonksiyon olarak verilmis olan denklem-
lere, trigonometrik denklemler denir.

sin 2x

Ornek 1. sin2x:%, sinx+cosx=73, tgx+cosx=sinx, —-1=0 gibi

ctgx
denklemler trigonometrik denklemlerdir, ancak x + sin x = 1 denklemi trigonometrik
degildir.

Tamim 2. Bir trigonometrik denklemin ¢éziimii, o denklem i¢in dogru bir sayisal
esitlige doniistiiren, radyan cinsinden ifade edilen acilar kiimesidir.

Temel trigonometrik denklemler sin x = a, cos X = a, tg x = a ve ctg x = a’dr,
burada a € R’dir.

sin X = a denklemi, a € R i¢in

-1 <sin x < 1 oldugundan, sin x = a denkleminin sadece -1 <a <1 oldugu durumda
¢Ozliimii vardir.

-1 <a<1 igin, [0, 2x] araliginda siniisili a’ya esit tam olarak iki ac1 vardir.
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L. Durum: 0 <a<1 i¢in sinx = a denkleminin [0, 27t] arali§inda siniisii a’ya esit olan
iki ac1 vardir ve bunlardan biri 1. dordiilde, digeri ise I1.dordiildedir (sekil 1). Bunlarin
toplam1 r’dir. Dolayisiyla, 1. bolgedeki aciy1 a ile gosterirsek, II. bolgedeki ac1 « - a
olarak gosterilebilir. y = sinx fonksiyonunun periyodikliginden, denklemin ¢oziimleri
su sekildedir:

x, =a+2knvex,=(n-o)+2kn=—o+2k+m,

burada 0 <o < g ve k € Z’dir.
veya i
x, =a+2knvex,=—o+(2k+1)r, burada 0 < o < 5 ve k € Z’dir.

YA

Sekil 1

Aci grafiksel olarak veya bir hesap makinesi ile belirlenebilir.

Ornek 1.sinx = —2 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. sing = sin%t = 72, olduguna gore, denklemin ¢oziimleri sunlardir:

X, =E+2k7tvex2 =3—n+2knk€Z.
4 4

IL.Durum: -1 <a<0 i¢in sinx = a denkleminin [0, 2] arali§inda siniisii a’ya esit
olan iki a¢1 vardir ve bunlardan biri III. dordiilde, digeri ise IV. dordiildedir (sekil 2).

Eger I11. dordiildeki aciyim+ o, 0< a < g ile gosterirsek, o zaman IV. dordiildeki ag1

-a olarak gosterilebilir. Dolayisiyla, verilen denklemin ¢oziimleri agagidaki sekilde olan
tiim reel sayilardir:

x, =(n+o)+2kn=0+2k+1)nve x, =—o+2km burada 0 < o <£, keZ

veya 2

x, =o+(2k+1)nve x, =—o+2km, burada 0 < o <§, kel

88



HERHANGI BIR ACININ TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARI

YA

Sekil 2

Ornek 2. sinx = —% denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. sin (n + Ej =sin (—Ej = ——oldugu i¢in, sin x = L denkleminin ¢oziimleri
sunlardir: 6 2 2

X, :7—7T+2k1tvex2 = Z i okn, kel
6 6

III. Durum: a= 1 ve a= -1 durumlarinda, sin x =1 ve sin x = -1 denklemlerini elde
ederiz. Denklemlerin ¢6ziimleri su sekildedir (sekil 3):

X :E+2knvex2 =—£+2kn, kel
b2 2

YA

»
=Y

Sekil 3
cosX = a denklemi, a e R

sin x = a denklemine benzer sekilde, cos x = a denkleminin sadece -1 <a <1 oldugu
durumda ¢6ziimii vardir. O zaman [0, 2x] araliginda kosiniisii a’ya esit tam olarak iki
ac1 vardir.

L. Durum: cos x =a denkleminin 0 <a < 1 i¢in ¢oziimii, I. ve I'V. dordiildeki iki agidir.
Eger I. dordiildeki aciy1 a ile gosterirsek, o zaman I'V. dordiildeki a¢1 -o’dir (sekil 4). y
= cosx fonksiyonunun periyodikligini g6z 6niinde bulundurarak, denklemin ¢oziimleri
asagidaki sekilde olan tiim reel sayilardir:
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X, =o+2knve x, =—0L+2kﬂ:,burada0£a<gvekeZ.

II. Durum: cos x = a denkleminin -1 < a < 0 i¢in ¢6ziimii, II. ve III. dérdiildeki iki
acidir. Eger I1. dordiildeki agiy1 a ile gosterirsek, o zaman I1I. dordiildeki ag1 -o.’dir (sekil
5). y = cos x fonksiyonunun periyodikligini tekrar g6z oniinde bulundurarak, denklemin
cozlimleri asagida gosterilen tiirden olan tiim reel sayilardir:

YA VA

Sekil 4 Sekil 5
X, =o+2kmnvex, :—a+2kn,burada0£a<gvekeZ.

Ornek 3. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz:

a)cosx=—3 b)cosx=—l.
2 2

njﬁ

Coziim. a) cos% = cos(—g =——den, cosx = g denklemin ¢oziimii
X, = %4‘ 2kmve x, = —%-‘r 2km, k € Z seklinden olan tim reel sayilardir.

1 ..
b) cosz—7t = cos(—z—n] = —% olduguna gore, cos x = Y denkleminin ¢6ziimii:

X, = 23_7t +2knve x, = _23_7c +2km, k eZ seklinde olan tiim reel sayilardir.

III. Durum: a=1ve a=-1 i¢in, cos X = 1 ve cos X = -1 denklemlerini elde ederiz.
Coztimleri (sekil 6) sirasiyla sunlardir:
x, =2knvex,=n+2kn=2k+)n, kel

YA

=

Y

Sekil 6
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tg X = a ve ctg X = a denklemleri
tg X = a denkleminin her a degeri i¢in ¢6ziimii vardir, yani her a reel sayisi i¢in tan-

b

22
aciy1 o ile gosterirsek, verilen denklemin ¢ozlimleri su sekildedir:

jant1 a’ya esit olan (_E Ej araliginda tek olarak belli bir a¢1 vardir (sekil 7). Eger bu

xX=a+km, burada—§<oc<§vek € Z’dir.

VA

«Y

Sekil 7

Ornek 4. tgx = —? denklemini ¢Oziiniiz.

Coziim. tg(—gj = ? olduguna gore, denklemin ¢oziimleri x = —% +km, kel

cinsinden tiim reel sayilardir.

ctg x = a denkleminin her a degeri icin tek olarak belli bir ¢oziimii vardir. (0, ) ara-
liginda ctg x = a olan sadece bir ac1 vardir (sekil 8). ctgx fonksiyonunun periyodikligi
nedeniyle, verilen denklemin ¢oztiimleri 0<o<m, k € Z olmak {izere x = a + kx cinsinden
tiim reel sayilardir.

"

Sekil 8

Ornek 5. ctg x = 1 denklemini ¢oziiniiz.
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Coziim. ctg x = 1’den, denklemin ¢oziimleri x = T vkn ,k € Z cinsinden tiim reel
sayilardir. 4

Alistirmalar
Denklemleri ¢oziiniiz:

V3

1.sinx=—\/§. 2. sinx = . 3. cosx=73. 4. cosx=7.

S. tgx:—\/g. 6. tgx=—. 7. ctgx:\/g. 8. ctgx=-1.

|1

9. tgx=2. 10. ctgx=-3. 11. sinx=-0,4. 12. cos x=0,6.

3.12. Temel Trigonometrik Denklemlere indirgenebilen

Bu derste, sin f(X) = a veya f(sin X) = 0 ve benzeri sekillerdeki trigonometrik denk-
lemlerin ¢dziim siirecini inceleyecegiz, burada f bir polinomdur. Ornegin, sin(3x + 4) =
1, cos(X* + 2) =0, sin?X + 3sinX - 5 = 0 vb. denklemler bdyledir. Bunlarin ¢6ziim siireci
esas olarak sin X =a, cos X = a, tg X = a ve ctg X = a gibi temel trigonometrik denklem-

lere indirgemekten olusur.

Ornek 1. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz:

a)sin2x=0 b) cost:—g

c)tg(x—£j=\/§ (;)ctg(x—ﬁjzl.
6 2

- . . kT
Coziim. a) sin 2x = 0’dan, 2X = kxt, yani x = EX keZ.

2
b) cos2x = —72‘den, 2x, = ?nJr 2kmve 2x, = —2%+ 2km yani:

X, :§+kn Ve X, :—§+kn, k € Z elde edilir.
T T T .
o)t —— |=+/3ten x——=—+km yani
)g(x 6) NE) £ =3 y
x=20 v kn, x="1kn, keZ elde edilir.
3 6 2

d) ctg[x—gj — I*den, x—g - %-i-kn, yani x = %’Hkn k € 7 elde edilir.
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Ornek 2. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz:
a)3sin(2x-1)=1 b) cos(x*-1)=1
Coziim. a) 3 sin(2X - 1) = 1 denkleminde, 2X - 1 =t doniisiimii yapilir, bu da hangi

L 1 - -
ag¢inin sinlistiniin sin ¢ = 3 oldugu anlamina gelir.

Bu acinin degeri bir hesap makinesi yardimiyla elde edilir. A¢inin biiyiikligiinii be-
lirleme prosediirii, hesap makinesinin sin™' se¢enegi ile yapilir. Bu durumda yaklagik
olarak 0.33984 elde ederiz, bu nedenle denklemin ¢oziimleri sunlardir:

t: =0.33984 + 2kn ve t2 = 1 - 0.33984 + 2kn, yani
2% - 1 =0.33984 + 2kz ve 2X2 = -0.33984 + 27 + 1, yani
X1 = 0.66992 + kr ve x1 = 0.33008 + (2k + 1)mt, k € Z.

b) cos(x? - 1) = 1’den, X? - 1 = 2kn gerekir. Buradan x = £/1+ 2k7, k € Z elde edilir.

asin®X + b sinx + ¢ = 0, a # 0 denklemi, sinx = t doniisiimii yapilarak ¢oziliir. Elde
edilen ikinci dereceden t’ye gore denklem: at?> + bt + ¢ = 0, A = b? - 4ac > 0 kosulu
altinda reel, bazen de birbirine esit ¢oziimlere sahiptir. Verilen denklem, sinX = t: veya
sinX = t> denklemlerine denktirler. Yukaridaki denklemlerin her biri, |ti| < 1 veya [tz| < 1
kosulu altinda verilen denklemin ¢oziimlerini verir.

Alstirma 1. 2 cos®X - sinx - 1 = 0 denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim. cos>X =1 - sin?x’ten, verilen denkleme denk olan: 2 sin®X + sinX - 1 =0 denk-

lemi elde edilir. Burada t = sinx dontigiimii yapilarak, t’ye gore ikinci dereceden bir denk-
lem elde ederiz: 2t* +t- 1 =0, kokleri ti =-1 vet, = %’dir. Verilen denklem, sinx =-1 ve

. 1
sinx = 5 denklemlerine denktir. Birinci denklemin ¢oziimleri X = -7/2 + 2km, k € Z olmak

o
tizere tiim reel sayilardir, ikinci denklemin ¢oziimleri ise x, = —g +2knveXx, = c +2kn
k € Zdir. Dolayisiyla, verilen denklemin ¢oziimleri x, = —g +2km, x, = %+ 2km ve
Sm

X, = 3 +2km, k € Z olmak iizere tiim reel sayilardir.

Alistirma 2. tg3x + 5 tg?x + 7 tgx = 0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. tgx = t ile fegistirmekle t* + 5t> + 7t = 0 denklemi elde edilir. Bu ise
£ +5¢* +7t =t(¢* + 5t +7) = 0 denklemine denktir. Bu denklemin t =0 olmak iizere
bir tek reel ¢oziimii vardir. Verilen denklem, tgx = 0 denklemine denktir ve ¢éziimleri

x=km,keEZ
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seklinden tiim reel sayilardir. Buna gore, x =k, € Z verilen denklemin ¢éztimleridir.

Alistirmalar

Verilen denklemleri ¢oziiniiz:

1. 2sinx—~/3 =0. 2. 2sin§—\/§:0. 3. cosmx =—
4. cos£+£=0. 5. sin| x—= :l. 6. cos| x—= :—3.

3 2 3 2 6 2
7. tg2x=—1. 8. tg3x=0. 9. tg(x—%jzx/g.
10. tg(Sx—gjzl. 11. ctg3x =1. 12. ctg5x =0.

T T ) :

13. ctg[x—gjzl. 14. ctg(2x—§J:O. 15. sin” x+2sinx =0.
16. 2sinxcosx—sinx =0. 17. 2 cos’ x+3cosx—2=0.
18. tg x+ctgx:§. 19. 8cos’ x+6sinx—3=0.

PEKISTIRME ALISTIRMALARI

1. Verilen agilar1 radyan olarak yaziniz:
a)o =135° b) o =4°24".

I5m .
2.0= Trad acisini derece cinsinden yaziniz.

3. Verilen trigonometrik fonksiyonlari, dar agili trigonometrik fonksiyonu bigiminde

yaziniz.
a)sin132°, sin215°, sin 296° b) cos148° cos196° cos312°
c)tgl76°, tg242°, tg291° ¢)ctg 153°, ctg206°, ctg234°.

4. Verilenlerin degerini belirtiniz:
a) sin(—82°) b) tg(—19°) ¢) cos(—159°) ¢) ctg(—296°).

5. Verilen ifadenin degerini belirtiniz:
a)sin52°+tg312°—cos164° +ctg197°
b) tg340°—sin 78°+ cos174° —ctg 204°
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¢) 4sin236° + cos 24° —3tg133° + ctg 242°.

6. Verilenlerin degerini belirtiniz:

) 8 ) 3n 24 T
a) sino. = —— olduguna gore, sin(a - B) , (T<a<—)vecosfp=—, (0<B<=).
) {7 Olduguna g (a-B),( 2) B > (0<PB 2)

. l. 2

b) sina = 3 ise, cos(a +f), (90° < a0 < 180°) ve cos} = -3 (180° < B < 270°).
: 3 . 2 g ,

¢)sino = 7 sinf3 = 3 olduguna gore, cos( a - ), o ve 3 dar agilar.

¢) tgo = % vesinf} = %, (0<B< g) olduguna gore, tg(a + ) ve tg(a - B).
7. Verilenlerin degerini belirtiniz:

a)tgo = %, (0° < <90°) olduguna gore, sin 2a ,cos 2a, tg 2o ctg 2a.
2 a a a a

b) cosa ==, (0° < a < 90°) olduguna gore, sin—, cos—, tg— ve ctg—.
) 3 ( ) olduguna g 5 D) &7

¢)sino = % vetgP = —%, (0° < a0 <90°) olduguna gore, sin 20+ tg 3 .

8. Verilen cebirsel toplamlar1 carpim bi¢iminde yaziniz:
a) sin 62°+sin 38° b) cos 60° + cos 8°

¢) sin 64° —sin 26° ¢) cos 74° —cos 22°.

9. Verilen 6zdesligi ispatlayimiz:

2sina.cosP—sin(o—PB) —1g(a+P) b) sin(2a + ) 2 cos(a+B) = sinf3
cos(a—B)—2sinasinf sin sino
o}
o Zth . ) ctg(45°—a) +ctg(45°+a) 1
, O —smd ¢ ctg(45°—a)—ctg(45°+a) sin2a
l+1g”—
d) cos(45°+ o) —sin(45°+a) _ e sin o +sin 20 —tgol
cos(45°—a) —sin(45°— ) 1+cosa+cos2a
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10.Verilen trigonometrik denklemleri ¢6ziiniiz:

a)sinx=% b) cosx =0 c)tgx=\/§

o) tgx=1 d)2cosx+1=0  e)3tgx+/3=0

f), sin x +10° = cos 55° g) cos(70°—x) =sin 30°

o T T . .
g)s1n[x—§j=cos(x+gj h)sinx+2=35sinx

1) 1+cosx=3-3cosx i) 2sin® x+sinx =0
Ditg’x—tgx=0 k) sin2x —cosx =0

1) 2sin® x+3sinx+1=0 m) cos” x+cosx—1=0
n)2cos’x—5cosx—3=0 0) sin” x+5cos” x+2cosx = 3.
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4. DUZLEMDE ANALITIiK GEOMETRI

4.1. iki Nokta Arasindaki Mesafe

Diizlemde Dik Koordinat Sistemi

Say1 dogrusundaki her noktanin konumunun, noktanin koordinati olarak adlandi-
rilan tek bir reel say1 x ile tek olarak belli bir sekilde belirlendigini biliyoruz. Benzer
sekilde, dik koordinat sistemi kullanarak, diizlemdeki her noktanin konumunun, nok-
tanin koordinatlari olarak adlandirilan tek olarak belli bir sirali reel say ¢ifti (x, y) ile
tek olarak belli bir sekilde belirlendigini gosterecegiz.

Dik koordinat sistemi, koordinat eksenleri olarak adlandirilan iki dik say1 dogru-
sundan olusur. Iki eksenin kesistigi noktaya koordinat baslangici denir ve genellikle O
ile gosterilir. Yatay eksene x-ekseni veya apsis ekseni, dikey eksene ise y- ekseni veya
ordinat ekseni denir. Koordinat sisteminin tanimlandig1 diizleme koordinat diizlemi
denir.

Genellikle, iki koordinat ekseninde de ayn1 birim 6l¢iisiinii seceriz. Pozitif yon olarak,
koordinat baslangicinin sagindaki yon ve ordinat ekseninde koordinat baglangicinin
yukarisindaki yon alinir (sekil 1).

1
W
1
o b
'
[
—_
[\
W
=Yy

Sekil 1

Koordinat diizleminde herhangi bir P noktas1 olsun ve M ve N, sirasiyla x ekseni ve
y ekseni iizerindeki izdiistimleri olsun. x ekseni iizerindeki M noktasina tam olarak bir
reel say1 x karsilik gelir. Benzer sekilde, y ekseni tizerindeki N noktasina tam olarak bir
reel say1y karsilik gelir. Bu nedenle, P noktasinin konumu, P noktasinin koordinatlari
olarak adlandirilan sirali bir reel say1 ¢ifti (x, y) ile tamamen belirlenir. Burada x’e bi-
rinci koordinat veya apsis, y’ye ise ikinci koordinat veya P noktasinin ordinati denir
ve P(x, y) olarak yazariz.

Ornek 1. P(-3, 6) noktasmnin birinci koordinat1 x = -3 ve ikinci koordinat1 y = 6’dir.
P(x, y) noktasinin konumunu belirtmek veya ¢izmek, P noktasindan gegen koordinat
eksenlerine dikmelerin kesisim noktasini belirlemek anlamina gelir.
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3 bg P(2,3)

Sekil 2

Ornek 2. P(2, 3) noktasini olusturmak igin, koordinati 2 olan noktadan x eksenine bir
dikme ¢izeriz. Benzer sekilde, koordinati 3 olan noktadan y eksenine bir dikme ¢izeriz.
Dikmelerin kesisim noktasi istenen noktadir (sekil 2).

VA
II dordiil I dordiil
x<0 - U
yv>0
0(0,0) X
11 dordiil IV dordiil
x < 0 x>0
'y <0 y<0
Sekil 3

Koordinat eksenleri, koordinat diizlemini dordiiller olarak adlandirilan dort bolii-
me ayirir. I. dordiil olarak sag tist kisim, I1. dordiil olarak sol iist kisim, ITI. dordiil
olarak sol alt kisim ve IV. dordiil olarak sag alt kisim alinir. Buna gore, herhangi bir
P(x, y) noktas1 su durumlarda bulunur: x >0 ve y > 0 ise I. dordiilde; x <0 ve y > 0 ise
II. dordiilde; x <0 ve y <0 ise III. dordiilde; x > 0 ve y <0 ise I'V. dordiilde; y = 0 ise
x ekseninde; x = 0 ise y ekseninde. Koordinat baglangici hem x ekseninde hem de y
ekseninde oldugundan, her iki koordinati da sifira esittir, yani O(0, 0) (sekil 3).

Alstirma 3. Diizlemde asagidaki noktalar isaretleyiniz:
a) A(5,2) b) B(4, 0) ¢) C(-3,5) ¢) D(0, 3)
d) E(-6, -1) e) F(-2,0) f) G(2,-1/2) g) H(0, -2)
ve ardindan hangi bdlgede veya hangi koordinat eksenine ait olduklarini belirleyiniz.
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£

E S A 2 [

E
2TH
-3

Sekil 4

Coziim. a) A(5,2) noktas1 I. dordile aittir.
¢) C(-3,5) noktasi II. dordile aittir.
d) E(-6,-1) noktas1 III. dordile aittir.

f) G(2,—%) IV dordiile aittir.

g) H(0,-2) y-eksenine aittir.

iki Nokta Arasindaki Uzaklik

.
(%]
NS
n

=Y

b) B(4,0) x-eksenine aittir.
¢) D(0,3) y-eksenine aittir.

e) F(-2, 0) x-eksenine aittir.

Analitik bir yontem kullanarak, koordinat diizlemindeki iki nokta arasindaki uzaklig
hesaplama problemini ¢6zecegiz. Yani, verilen iki nokta M; ve M, arasindaki d uzakligi,
M;M; dogru parcasinin uzunluguna esittir, yani d = M M.

Verilen noktalardan birinin koordinat baslangici oldugu daha basit durumu ¢dzelim

(sekil 5).
VA VA
; » M(x,y)
,‘: - X Xy X 4y
5\ § ) b g M
g éMl(x!’yl) ﬁy;
B '
X _ ? >
19) X 0 X
Sekil 5 Sekil 6

M(X, y) noktasindan x eksenine indirilen dikmenin ayagi N olsun. ONM dik ii¢cge-

ninden Pisagor teoremi geregi sunlari elde ederiz:

d=\/x2+y2.
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Ornek 4. M(3, 4) noktasinin koordinat baslangicina olan uzaklig

d =+/3"+4* =5dir.

Genel duruma gecelim. My(X1, Y1) ve Ma(Xz, Y2) gibi iki nokta verilsin ve aralarindaki
d uzaklig1 bulmamiz gerekiyor (sekil 6). M;M,;M3; dik {icgenini ele alalim. Dik kenar-
larin uzunluklar sirasiyla M;Ms = [X; - X1| ve Ma;M3 =1y, - y4|’dir. M; ve M, noktalart
arasindaki d uzakligi, M; M, hipoteniisiiniin uzunluguna esittir, yani:

dz\/(x2 _x1)2+(y2 _y1)2~

Ornek 5. M(-2, 3) ve M3(0, -2) noktalar1 arasindaki uzaklig1 hesaplaymiz:

d =/(0-(-2))* +((-2)-3)* =+/29.

Alistirma 6. A(3, -6), B(-2, 4) ve C(1, -2) noktalarinin ayn1 dogru tizerinde olup
olmadigini kontrol ediniz.

Coziim. AB, AC ve BC uzunluklarini hesaplayarak, i¢lerinden birinin diger ikisinin
toplam1 olup olmadigini kontrol edecegiz:

AB=1J(=57+10* =5y5, AC =4/(=2)* +4% =25, BC=43*+(=6)* =34/5.
AB = AC + BC’den, verilen noktalarin ayni dogru iizerinde oldugunu elde ederiz.

9
Alistirma 7. Koseleri A(1, 1), B(2, 3) ve C [I’Zj olan tiggenin kenarlarina gore hangi
tiirden oldugunu belirleyiniz. e
Coziim. Kenarlariin uzunluklarimi 4B, AC ve BC bulalim:

2 2
AB=~1?+2 =45, 4AC= o%Gj =%, %:1/3%(3 =%.

AB = BC # AB’den, verilen ticgenin ikizkenar oldugunu elde ediyoruz.

Ahstirmalar

1. Asagidaki noktalarin hangi bolgede veya hangi koordinat eksenine ait oldugunu
belirleyin:
a) A(3,~4) b) B(-1,1) ¢) C( 3 5 ¢) D(2,3)

d) £(-6,0) e) B(O,—%) f) GG,OJ ) H(0,~1)
ve hangi bolgede veya hangi eksene ait olduklarini belirleyiniz.
2. A(1, 4) ve B(5, 2) ug noktalarinin koordinatlar1 biliniyorsa AB dogru pargasini

olusturun. Ardindan, x- ekseni ve y-ekseni lizerindeki m_ve m, dik izdiistimlerinin
uzunluklarii bulunuz.
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3. Koselerinin koordinatlart A(1, -3), B(5, 2) ve C(O,—lj verilmis olan ABC li¢ge-
nini olusturunuz. 2

4. Asagidaki noktalar arasindaki uzaklig1 hesaplayiniz:
a) M,(1,-3) ve M,(2,6) b) M, (0,2) ve M,(0,-2)
¢) M,(-1,-2) ve M,(2,4) ¢) M, (1,3) ve M, (7,0).

5. A(1, -3), B(3, -5) ve C(-5, 7) noktalarinin bir iicgenin kdseleri olup olmadigini
kontrol ediniz.

6. A(-1, 5) noktasina olan uzaklig1r 10 olan ve apsisi 7’ye esit olan B noktasinin
ordinatint bulunuz.

7. A(5, 8) ve B(-11, -2) noktalar1 veriliyor. B noktasina gore A noktasina simetrik
olan C noktasinin koordinatlarini bulunuz.

4.2. Bir Dogru Parcasim Verilen Bir Oranda Bolme

AB dogru pargasi iizerinde AM =)\MB (A # B) olacak sekilde M noktas1 varsa, M
noktasina AB dogru parcasini A oraninda bdler deriz.

Ornek 1. Eger M noktast AB dogru parcasinin orta noktasi ise, AM = MB dir, yani M
noktas1i AB dogru parcasint A’dan B’ye dogru A = 1 oraninda bdler (sekil 7).

A M B A P 0 B

Sekil 7 Sekil 8

Ornek 2. P ve Q noktalarinin AB dogru pargasini ii¢ esit pargaya boldiigiinii ve
AP < @ oldugunu varsayalim. O zaman AP = %ﬁ ve AQ =20B, dir, buradan P

noktasinin AB dogru pargasint A’dan B’ye dogru l, oraninda, Q noktasi ise 2 oraninda
boldiigl sonucuna variriz, (Sekil 8).

Genellikle, “M noktas1 AB dogru parcasint A’dan B’ye dogru A oraninda boler” de-
mek yerine, “M noktas1t AB dogru pargasini A oraninda boler” deriz, AB etiketinin BA
degil, A’dan B’ye boliindiigiinii gosterdigini varsayarak.

M noktas1 sadece A ve B noktalari arasinda oldugu durumda A sayist sifirdan biiyiik-
tiir. Ozellikle, ise, M noktast AB dogru pargasinin orta noktasidir. M noktasi A noktasi
ile cakistig1r durumda A = 0 dir. A = -1 oldugu durumda AM =-MB gerekir ve bu ise
miimkiin degildir. Dolayisiyla A # -1’dir. A sayis1 sifirdan kiiciik ve A # -1 ise ve ancak
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o zaman M noktas1 AB dogru parg¢asinin diiinda, yani uzantisinda olarak, AB dogrusu
iizerinde bulunur.

=y

Sekil 9

Ug noktalar1 A(x4, y1) ve B(Xz, y2) olan dogru pargasini A oraninda bolen M(x, y)
noktasinin koordinatlarini bulalim (sekil 9). AM =AMB’den X - Xx; = MX2 - X) Ve y -
y1 = Myz - y) elde edilir. O halde: x —x, =A(x, —x) ve y =, =My, — ) elde edilir.
Oradan da

X, +Ax, ve y = Y+ Ay,
1+A I+A
elde edilir. A = £ ise,
1 AT A RN V) 2
p+q P+q

X =

elde edilir. Ozel durumda M noktas1 AB dogru pargasinin orta noktasi ise, A = 1 olur ve:

e N e

2

formili elde edilir.

Alstirma 3. Koselerinin koordinatlart A(-2, -3), B(6, 1) ve C(-4, 5) olan ABC ii¢geni
veriliyor. Uggenin agirlik merkezinin koordinatlarini bulunuz.

Coziim. Agirlik merkezinin koordinatlarin1 bulmak igin, agirlik merkezinin her bir
kenarortay1 AA,, BB; ve CC;’1 2 oraninda boldiigii kosulunu kullanacagiz.

X, _ Xt Xe :_2+6=2V6yA _ st )e :_3+1:—loldugundan,Al(Z,—l)elde
! 2 2 1 2 2
X, +2x — +2 -2
ederiz. O halde, x, = A =% _Z4+4 o0 YTV 572y e edilin
1+2 3 1+2 3

Demek ki, agirlik merkez noktasinin koordinatlari i¢in T(0, 1) elde edilir.
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Ahstirmalar

1. A3, -7), B(5, 2) ve C(-1, 0) bir liggenin kdseleri olsun. Kenarlarinin orta nokta-
larinin koordinatlarin1 bulunuz.

2. A(1, 1), B(5, 11) ve C(3, -1) bir iicgenin koseleri olsun. A kdsesinden ¢izilen ke-
narortayin uzunlugunu bulunuz.

3. A(3, 1) ve B(8, 3) noktalar1 veriliyor. AB dogru pargasini su oranlarda bolen M
noktasinin koordinatlarini1 bulunuz:

a)2:3 b)3:2 ¢)—2:3 ¢) —3:2.

4. Kenarlarmin orta noktalar1 P(3, -2), Q(1, 6) ve R(-4, 2) olan ABC ii¢geninin
koselerinin koordinatlarini bulunuz.

5. A(ai, az), B(b4, by) ve C(c4, c;) noktalar1 bir iggenin koselerinin koordinatlari

olsun. Uggenin agirlik merkezi igin T

(al +b+c¢ a,+b,+c,
layiniz.

3 , 3 } gecerli oldugunu kanit-

4.3. Ucgenin Alam

Koselerinin koordinatlartyla M4(X1, y1), M2(X2, y2) ve M3(X3, y3) verilmis olan bir
licgenin alanini hesaplayalim. Bu islemi iki adimda ¢6zmek daha kolay olur.

I. Adim. Oncelikle, bir kdse noktas1 koordinat baslangici ve diger kdse noktas1 x
ekseni {lizerinde olan bir {iggenin alanin1 bulacagiz (sekil 10). O zaman {igiincii kose
noktasi x ekseninin iizerinde veya altinda bulunur. Uggenin alaninin taban uzunlugu ile
yiiksekligin yarisinin ¢arpimina esit oldugu formiilii kullanarak, ticgenin alaninin

P | X, |

2

Formiiliiyle hesaplanir, burada mutlak deger kullaniyoruz c¢iinkii alan pozitif bir
bliytikliiktiir ve x veya y pozitif veya negatif olabilir.

I1. Adim. Genel durumda (sekil 11), kose noktalart M1(x4, y1), M2(X2, y2) ve M3(X3,
y3) olan bir ticgenin alani, N,N;M M, ve N;N,M, M, yamuklarinin alanlarinin toplamin-
dan N,N,M,M, yamugunun alan1 ¢ikarilarak hesaplanir ve su ifade elde edilir:

+ +
szl V3 (x3—xl)+y32y2

Wt
2 2

(x; —x3) = (x, —x) =

1
ZE[y1(x3 —Xy) + ¥, (X —x3) + y3(x, —x;)].
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VA

1 N3 N” o

oS
S
=

0] M,

Sekil 10 Sekil 11

Eger M3 noktast M; ve M, noktalar1 tarafindan belirlenen dogrunun altindaysa,
ticgenin alan i¢in negatif bir deger elde ederiz, bu nedenle alan pozitif bir biiytikliik
oldugundan mutlak deger kullanmaliy1z.

1
P:5|y1(x3 =X)+ ¥, (x5 —x3) + y3(x, —x)) |=

1
:E|x1(yz =)+ X —y)+x30n =)

Alstirma 1. Kose noktalart A(1, 2), B(-2, 3) ve C(0, 5) olan bir iiggenin alanini
hesaplayiniz.
Coziim. Uggenin alanin1 hesaplama formiiliine gore:

1
PZE‘X1()’2_)’3)+X2(J’3 =) +x(n =)
=%|1-(3—5)—2-(5—2)+0-(2—3)|=4

elde edilir. Buna gore, licgenin alani 4 birimdir.

Alstirmalar

1. Kdselerinin koordinatlar1 A(-3, 2), B(3, 5) ve C(1, -3) olan bir iiggenin alaninm
hesaplayiniz.

2. R(-3, -3), P(3, 5) ve P(6, 9) noktalar1 bir ticgenin kdseleri midir?

3. M(1, -3), B(3, 5) ve C(2, 1) noktalarinin ayn1 dogru iizerinde olup olmadiginm
kontrol ediniz.

4. Koselerinin koordinatlart A(0, 1), B(3, 7), C(4, 4) ve D(1, -2) olan ABCD para-
lelkenarinin alanini bulunuz.

5. Koselerinin koordinatlart A(1, 4), B(S, 3), C(-3, -5) ve D(-2, 1) olan ABCD ya-
mugunun alanini hesaplayiniz.
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4.4. Dogru Denkleminin A¢ik Bicimi

Dogru, tanimlanmayan temel bir geometrik kavram oldugundan, denklemine ulas-
mak igin baz1 dzelliklerini kullanmamiz gerekir. ilk olarak, koordinat baslangicindan ge-
¢en ve koordinat eksenlerinden farkli olan bir dogrunun denklemini belirtelim (sekil 1).

VA

Sekil 1

M(X, y) noktasi, koordinat baslangicindan farkli olan dogrunun herhangi bir noktasi
olsun. M noktasinin x ekseni tizerindeki dik izdiistimiinii M ile ve dogrunun x ekseninin
pozitif yonii ile yaptig1 agiy1 a ile gosterelim. O zaman

MM
lzlzga
MO x
orani, M noktasinin herhangi bir konumu igin sabittir. Bu oran K ile gosterilir ve dog-
runun egimi veya dogrultman katsayisi olarak adlandirilir. Buradan, dogrunun her

noktasinin koordinatlari

y = kx.

denklemini sagladigini elde ediyoruz.
Bu nedenle, son denklem koordinat baglangicindan gegen ve X ekseninin pozitif yonii
ile o agis1 yapan bir dogrunun denklemidir, burada k = tg o’dur.

Ahstirma 1. Koordinat baglangicindan gecen ve X ekseninin pozitif yoni ile :%
acis1 yapan dogrunun denklemini yaziniz.
Coziim. Dogru koordinat baslangicindan gegtigi i¢in denklemi y = kx seklindedir.

Odevin kogulundan k = rgar = tgﬁ =1 elde edilir. Demek ki, arananilan denklem y = X
oldugunu buluyoruz. 4

Koordinat diizleminde herhangi bir dogru verilsin. O zaman asagidaki ii¢ durum
miimkiindiir:

* Dogru her iki koordinat eksenini de keser (sekil 2). N(0, m), dogrunun y eksenini
kestigi nokta olsun. Bu durumda, dogrunun herhangi bir noktasinin ordinati, koordinat
baslangicindan gecen dogrunun noktalarina gore eger m pozitifse m kadar daha biiytiiktiir
veya m negatifse m kadar daha kiiciiktiir ve verilen dogruya paraleldir.
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Incelenen iki dogru, x- ekseninin pozitif yonii ile esit acilar yaptigindan, egimleri esittir.
Koordinat baslangicindan gecen dogrunun denklemi

y = kx
denklemi ile verildiginden, verilen dogrunun denklemi
y=kx+m

seklinde olacaktir. Burada k, verilen dogrunun egimi, m ise Y- ekseninden kesilen
dogru pargasidir. Elde edilen denklem dogrunun acik bicimidir, dolayisiyla dogru agik
bicimde verilmistir denir.

VA
’ M|~

o

m

|
m M ]
prd

)
) ]

Sekil 2

Alistirma 2. M(2, -3) ve N(5, 6) noktalarindan gecen dogrunun denklemini yaziniz.

Coziim. Verilen noktalarin farkli apsis ve ordinatlar1 vardir, bu nedenle aranan dog-
runun denklemi y = kx + m seklindedir, burada k dogrunun egimi ve m y ekseninden
kesilen dogru pargasidir. Odevin kosuluna gore, M(2, -3) ve N(5, 6) noktalar1 dogru-
nun noktalaridir, bu nedenle koordinatlari y = kx + m denklemini saglar. Bu sekilde
{ 63— Sik o sistemini elde ederiz. Sistemin ¢oziimii kK = 3 ve m = -9 oldugunu buluyo-

=5k+m
ruz. Buna gore, aranilan dogrunun denklemi y = 3x - 9°dur.

Egimin geometrik anlamini ve dogrunun agik bi¢cimli denklemindeki ordinat ekseni-
nin kesisim noktasini géz oniinde bulundurarak sunlar1 séyleyebiliriz:

a) Iki dogrunun egimleri ancak esit oldugu durumda paraleldirler;

b) Iki dogru ordinat eksenini ancak ve ancak ayn1 noktada keselerse, onlarin ordinat
ekseninden kestikleri dogru parcalar1 birbirine esittir.

* Dogru x eksenine paraleldir veya x- ekseni ile ¢akisir (sekil 3). O zaman dogrunun
tiim noktalar1 X- ekseninden esit uzakliktadir. Bir noktanin X -ekseninden uzakligi aslinda
ordinat1 oldugundan, verilen dogrunun tiim noktalarinin ordinatlari
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birbirine esit oldugu sonucuna varabiliriz. Eger bu uzakligi m ile gosterirsek, dogrunun
denklemi
y=m
seklini alir. Bu dogrunun konumu, bir 6nceki durumun 6zel bir durumu olarak ele
alinabilir. Yani, bu durumda dogru x- ekseninin pozitif yonii ile a = 2kn, k=0, 1, 2, ...
agisini yapar, bu nedenle egim k = 0°dir. Ozel olarak, X- ekseninin denklemi y = 0 dir.

VA
y=m
=
m Il
o
a = _
O X
Sekil 3

* Dogruy -eksenine paraleldir veya y- ekseni ile ¢akisir (sekil 3). O zaman dogru-
nun tiim noktalar1 y -ekseninden esit uzakliktadir. Bir noktanin y -ekseninden uzakligi
aslinda apsisi oldugundan, verilen dogrunun tiim noktalarinin apsislerinin birbirine esit
oldugu sonucuna varabiliriz. Eger bu uzakligi a ile gosterirsek, dogrunun denklemini

X=a

bi¢iminde yazabiliriz. Ozel durumda, y ekseni X = 0 denklemi ile verilir.

Ahstirma 3. Koordinat diizleminde X = 2 ve y = 3 dogrularinin durumu nasildir?

Coziim. x=2 dogrusu y eksenine paraleldir ve her noktas1 y ekseninden 2 birim uzaklik-
tadir, y=3 dogrusu ise x eksenine paraleldir ve her noktas1 X ekseninden 3 birim uzakliktadir.

Alistirmalar

1. M(-1, 1), N(2, -3) ve P(2, 2) noktalarinin y = -x + 4 dogrusunun noktalar1 olup
olmadigini kontrol ediniz.

2. Koordinat baglangicindan gecen ve X ekseninin pozitif yonii ile verilen ag1y1 yapan
dogrunun denklemini belirtiniz:
V4 R4
a)a=— b) o =— c) a=r.
) 2 ) 2 )
3. Verilenlere gore, dogrunun egimini ve y -ekseninden kestigi dogru pargasini be-
lirtiniz:
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a)y:2x—3 b)y=—x+3 C)y=—2 G)y:\/gx

4. x ekseninin pozitif yonii ile & = 3 acist yapan ve ordinat ekseninden kestigi dogru

pargast _Le esit olan dogrunun denklemini yaziniz.

5. A(-3, 2) noktasindan gecen ve x ekseninin pozitif yonii ile a = 135° a¢1 yapan
dogrunun denklemini yaziniz.

4.5. Dogru Denkleminin Genel Sekli

Onceki derste, koordinat diizlemindeki bir dogrunun denklemi igin X ve y degis-
kenlerine gore birinci dereceden bir denklem elde ettik. Bu derste, iki degisken X ve y
degiskenli genel bir birinci dereceden denklemin, yani

Ax+By+C=0. (1)
Belirtecegiz. Burada A # 0 veya B # 0 oldugunu varsayiyoruz. Gergekten de, A = B

=0 ise, verilen denklem C = 0 denklemine indirgenir. Bu durumda, C # 0 ise, diizlemde
denklemi saglayan nokta yoktur, C = 0 ise, diizlemdeki tiim noktalar denklemi saglar.

* A=0ise, o zaman B # 0, dolayisiyla (1) denklemi y = —%. denklemine denktir.
Bildigimiz gibi, diizlemde bu son denklemi saglayan noktalarin geometrik yeri, x ekse-

nine paralel olan ve M (0, —%) noktasindan gecen bir dogrudur.

* B =0ise, o zaman A # 0, dolayisiyla (1) denklemi x = —% denklemine denktir.

Diizlemde bu son denklemi saglayan noktalarin geometrik yeri, y eksenine paralel olan

C :
ve N (_Z’ Oj noktasindan gecen bir dogrudur.

e A#0veB#0ise, o zaman (1) denklemi, egimi k = —% ve y ekseninin kesigim
C
noktasi1 m = z olan agik bi¢imli bir dogru denklemine denktir.

Yapilan tartismadan, AX + By + C = 0 bigimindeki denklemin, dogrunun genel sekli
olarak adlandirilan bir dogru denklemi oldugu sonucuna varabiliriz.
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1
Alstirma 1. y = —Ex + 3 dogrusunun denklemini genel bigime doniistiiriiniiz.
Coziim. Verilen denklem, lx + y—3 = 0denklemine, yani X + 2y - 6 = 0 denklemine
denktir. 2

Ahstirma 2. 3x + 3y - 5 = 0 dogrusunun denklemi veriliyor. Verilen dogrunun X
ekseninin pozitif yonii ile yaptigi aciy1 ve y ekseninden kesisim dogru parcay1 bulunuz.

Coziim. Verilen denklemi y’ye gore ¢cozersek, verilen denkleme denk olan, yani diiz-
5
lemde ayn1 dogruyu temsil eden y = —x +§, denklemini elde ederiz. k =tg a.=-1’den

a= 3—” vem= é elde ederiz.
4 3

Alstirma 3. 2x - 3y + 2 = 0 denklemi ile verilen dogruyu ¢iziniz.

Sekil 1

Coziim. Verilen 6devi ¢ozmek i¢in, dogrunun iki noktasini belirtmek ve ardindan bu
noktalardan gecen dogruyu ¢izmek yeterlidir (sekil 1). X i¢in rastgele herhangi iki deger
seceriz ve ardindan y i¢in karsilik gelen degerleri hesaplariz. Bu durumda, 6rnegin X4
= 2 gibi se¢ilen bir deger uygun olacaktir, ¢iinkii bu durumda y i¢in tam say1 degeri, Y,
= 2 elde ederiz. Benzer sekilde, X i¢in X, = -1 degerini secebiliriz, buradan y, = 0 elde
ederiz. Bu arada, secilen x degerleri arasindaki farkin yeterince biiyiik olmasina dikkat
etmeliyiz, boylece elde edilen noktalar birbirinden yeterince uzaklikta olmalidir.

Ahstirmalar

1. Asagidaki dogru denklemlerini genel bigcime getirin:
a) y=2x-3 b) y=-4 c) X=3

2. Asagidaki dogrularin egimini ve ordinat eksenininden kestigi dogru pargasini

bulunuz:
a)2x-y+3=0 b) 5x +2y—-3=0 ¢)3x+8y+16=0
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3. X+y-3=0dogrusunun denklemi veriliyor. Verilen dogrunun X ekseninin pozitif
yonii ile yaptig1 aciy1 ve Y ekseninin kestigi dogru parcanin uzunlugunu bulunuz:

4. Asagidaki denklemlerle verilen dogrulari ¢iziniz.
a) y=3x+1 b)x=\/§ ¢) y=nx

1
¢) y=2x+2 d)y=3x-2 ¢ x=05y-1.

5. Ax + By + C = 0 dogrusunun X -ekseniyle olusturdugu a¢1 dar olduguna gore, A
ve B katsayilarinin isaretlerini bulunuz.

4.6. Bir Noktadan Gecen Dogrunun Denklemi

M(X1, Y1) koordinat diizleminde sabit bir nokta olsun (sekil 1). Verilen noktadan
sonsuz sayida dogru gecer ve her birinin

Ax+By+C=0

bi¢ciminde genel denklemi vardir.
VA

M(xl’Jﬁ)

Sekil 2

M noktas1 dogrunun tizerinde oldugundan, koordinatlar1 dogrunun denklemini saglar,
yani
AX1 + Byl + C =0

denklemi gecerlidir.
Elde edilen denklemi dogrunun denkleminden ¢ikarirsak,

A(X-X1) +B(y-y1) =0

elde ederiz. Bu bicimdeki her denklem, koordinatlar1 denklemi sagladigi i¢in M nok-
tasindan gecen bir dogru denklemidir. A ve B katsayilarina farkli degerler vererek, M
noktasindan gegen farkli dogrularin denklemlerini elde ederiz.

M noktasindan gegen tiim dogrular arasinda y eksenine paralel olan tek bir dogru
vardir. Denklemi X = X;’dir. Bu dogru egime sahip degildir ve y ekseninde kesisim nok-
tas1 yoktur, bu nedenle bu dogru agik bicimde verilemez. M noktasindan gecen diger
her dogrunun

y=kx+m

acik bicimde yazilabilir.

110



DUZLEMDE ANALITIK GEOMETRI

M noktas1 dogrunun iizerinde oldugundan, koordinatlar1 dogrunun denklemini saglar,
yani

Y1 =Kkxg+m

denklemi gegerlidir.
Elde edilen denklemi dogrunun denkleminden ¢ikarirsak,

Y- Y1 = k(X -Xq)
elde ederiz.

Bu bigimdeki her denklem, koordinatlart denklemi sagladig icin M noktasindan ge-
¢en bir dogru denklemidir. k katsayisina farkli degerler vererek, y eksenine paralel olan
dogru hari¢ M noktasindan gecen farkli dogrularin denklemlerini elde ederiz.

Alstirma 1. M(-3, 2) noktasindan gecen ve X ekseninin pozitif yonii ile o = 135°
ac1s1 yapan dogrunun denklemini yaziniz.

Coziim. M noktasindan gegen herhangi bir dogrunun denklemiy - 2 = k(x + 3)’tiir.
Istenen dogru X ekseni ile o = 135° agis1 yaptigindan, egimi k = tg135° = -1°dir. O halde
istenen dogrunun denklemiy -2 =-(x+ 3), yaniXx+y+ 1 =0 dir.

Alistirma 2. M(4, 6) noktasindan gecen ve 3X + 2y - 25 = 0 dogrusuna paralel olan
dogrunun denklemini yaziniz.

Coziim. Verilen dogrunun denklemi genel bi¢imdedir. A¢ik bi¢ime doniistiiriirsek,

3 .
y= —%x+§ dogrusu denklemini elde ederiz ve egimi k = ) dir. Istenen dogru ve

verilen dogru paralel oldugundan, X ekseninin pozitif yonii ile esit agilar yaparlar, dola-

yistyla egimleri esittir. Bu nedenle, istenen dogrunun denklemi y — 6 = —%(x —4), yani

3x+2y—-24=0drr.

Ahstirmalar
1. M(-2, 1) noktasindan gegen ve egimi k = -3 olan dogrunun denklemini yaziniz.

2. M(4, -7) noktasindan gegen ve X ekseninin pozitif yonii ile o = 135° agist yapan
dogrunun denklemini yaziniz.

3. M(7, -3) noktasindan gegen ve asagidaki dogrulara paralel olan dogrunun denk-
lemini yaziniz:

1 3
a) y=-2x+1 b)y:x+5 c)y=5x+1.
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4. M(3, -1) noktasindan gecen ve asagidaki dogrulara paralel olan dogrunun denk-
lemini yaziniz:
a) apsis ekseni ile b) y = 3x dogrusu ile ¢) y =X dogrusu ile

5. M(1, -2) noktasindan gecen ve asagidaki dogrulara paralel olan dogrunun denk-
lemini yaziniz:
a)X+y-5=0 b)3x+6y-1=0 ¢)x-3y=0

4.7. iki Noktadan Gegen Dogrunun Denklemi

Bir noktadan ge¢en dogrunun denklemini kullanarak, verilen iki noktadan gecgen
dogrunun denklemini kolayca bulabiliriz.

Ornek 1. Mi(-12, 5) ve Mx(8, -3) noktalarindan gecen dogrunun denklemini yazalim.
M merkezli dogrularin demeti y - 5 = k(x + 12) denklemine sahiptir. Istenen dogru
M: noktasindan gegtiginden, koordinatlar1 dogrunun denklemini saglar, yani -3 - 5 =Kk(8

+ 12) denklemi gegerlidir. Buradan k = —% elde ederiz. Bu nedenle, istenen dogrunun

2
denklemi y—5= —g(x +12), yani

2Xx+5y—-1=0
elde edilir.

Inceledigimiz 6rnek, iki nokta ile verilen bir dogrunun denklemini bulma prosediirii-
nii ortaya koymaktadir. Mi(X1, Y1) ve Mz(Xz, y2) noktalar1 verilmis olsun (sekil 1). Verilen
noktalardan gegen dogrunun, yani MiM: dogrusunun denklemini bulacagiz.

°8

k=tga

Sekil 1

* Eger xi =Xz 1se, 0 zaman MiM: dogrusu x eksenine diktir, bu durumda denklemi
X=X

seklindedir.
» Eger X1 # X2 ise, o zaman M: noktasindan ge¢en herhangi bir dogrunun denklemi
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Y=y =k(x—x,)
seklindedir. MiM: dogrusu M noktasindan gectiginden, koordinatlari

Vo= =k(x, —x)
denklemi saglar. O halde M:M: dogrusunun egimi

k= Vo= N
Xy =4
oldugunu yazabiliriz. k degerini dogrular demetinin denkleminde yerine koyarsak, ve-
rilen iki noktadan gecen dogrunun denklemini elde ederiz:

M=)
yey =20 (k- )
Xy =X
Verilen iki noktadan gegen dogrunun denkleminden, {i¢ noktanin dogrusallik kosu-
lunu elde edebiliriz. Yani, tiglincii bir Ms(Xs, Y3) noktasi, M: ve M2 noktalar1 tarafindan
belirlenen dogru lizerinde bulunur ancak ve ancak koordinatlari, verilen iki nokta tara-

findan belirlenen dogrunun denklemini, yani su denklemi saglarsa:

Vo =Y
Y3 =N :#()% —X;)

2 1

Alstirma 2. A(-1, -2), B(1, 3) ve C(-2, 4) noktalar1 verilen bir liggenin kdseleridir.
Ucgenin kenarortaylarinin denklemlerini belirtiniz.

Coziim. BC, CA ve AB kenarlarmin orta noktalarini sirastyla L, M ve N ile gosterelim.
O halde koordinatlari i¢in sunlar1 elde ederiz:

L(wxc Lyt 21), M(mz_i M:ljve

5 2

2 2 2 2 2 2 2
N| XatXs _ o Yat Ve _1 _
2 T2 2
7
vvi_ 2 P
AL kenarortaymin egimi k,, =—%+—4 = =11.

- 1
X=X _2_(
;=D

O halde denklemi y—y, =11(x—x,), yani 11X -y + 9 = 0 elde edilir.
Benzer sekilde, BM kenarortayinin denklemi 4x - 5y + 11 =0 ve CM kenarortayinin
denklemi 7x + 4y - 2 = 0 oldugunu elde ederiz.

Ahstirmalar

1. Asagidaki noktalardan ge¢en dogrunun egimini bulunuz:
a) Mi(-1, 4) ve M2(4, -3) b) M1(0, -2) ve Mz(-1, 3) ¢) Mi(1, 4) ve M2(-2, 4)
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2. Mi(-1, 4) ve M2z(4, -3) noktalarindan gecen dogrunun denklemini yaziniz.
3. Mi(0, 3), M2(2, 6) ve Ms(-1, -3) noktalar1 dogrusal midir?

4. A(2,-1),B(4,5) ve C(-3, 2) ise, ABC tiggeninin agirlik merkezinden ve koordinat
baslangicindan gegen dogrunun denklemini yaziniz.

5. A(-1, 2), B(3, -1) ve C(0, 4) noktalar1 verilen bir liggenin koseleridir. Her biri
bir kdseden gecen ve karsi tarafa paralel olan dogrularin denklemlerini bulunuz.

4.8. Dogrunun Eksen Parcalar1 Seklinden Denklemi

Daha 6nce gordiigiimiiz gibi,
Ax+By+C=0 (1)

denklemi koordinat diizleminde bir dogrunun denklemidir. Bu arada, dogru ancak
ve ancak C = 0 ise koordinat baglangicindan geger. A katsayist ancak ve ancak dogru
X eksenine paralelse sifirdir, B katsayisi ise ancak ve ancak dogru y eksenine paralelse
stfirdir.

Verilen dogrunun koordinat baslangicindan gegmedigini ve higbir koordinat eksenine
paralel olmadigini varsayalim. O zaman denkleminin katsayilari i¢gin A#0,B#0ve C
# 0 gecerlidir. (1) denklemini “C sayist ile ¢arp arsak

—%x—%y—IZOVe}’a%JFLC:l-

A B

elde edilir. a = ¢ ve b= < alirsak,
A B
X )
—4 =1 2
P (2)

denklemi elde edilir. Bu denkleme dogrunun eksen parcalari seklinden denklemi
denir.

VA
N
s Z - 1
b a b
a >
0 \ X
Sekil 1
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a ve b parametrelerinin geometrik anlamini inceleyelim. (2) denkleminde y = 0 ve
ardindan X = 0 koyarsak, dogrunun X ekseni ve y ekseni ile kesisim noktalarini sirasiyla
P(a, 0) ve Q(0, b) elde ederiz. Bu nedenle, a ve b sayilart mutlak deger olarak, dogru-
nun sirastyla X ekseni ve y ekseninden kestigi dogru parcalarinin uzunluklarina esittir.
Bunlara eksen parcalari veya eksen kesitleri denir (Sekil 1).

Alstirmal. Asagidaki dogru denklemlerini eksen parcalari biciminde yaziniz:
a)X-3y-6=0 b) y=3x-4

ve ardindan koordinat ekseninden kesilen dogru pargalarinin uzunluklarini bulunuz.
Coziim. a) 1. Yol: Verilen dogru denklemi genel bigimdedir.

Denklemi 1 = b = % ile carparsak, %-% =1 denklemini elde ederiz. Bu denk-
lem,
ﬁ + l — 1
6 -2
denklemi ile denktir ve ayn1 zamanda eksen parcalar1 cinsinden yazilmistir.
I1. Yol: Verilen denklemde A =1, B =-3 ve C =-6’dir. O zaman a = —%—%6 =6
ve b= —% = =6 = -2, elde ederiz, bu da denklemin eksen parcalar1 biciminde olan
SRS
6 -2

Denklemdir. Dolayisiyla x ekseninden kesilen dogru parc¢asinin uzunlugu 6 birim, y
ekseninden kesilen dogru pargasinin uzunlugu ise 2 birimdir.

b) Verilen denklemi genel bigime 2X - y - 4 = 0 olarak doniistiiriiriiz ve ardindan
onceki durumda oldugu gibi, dogru denklemini eksen parcalar1 bi¢iminde

RN
2 -4
yazariz . Buna gore, dogrunun X ekseninden ayirdigi dogru pargasi 2 birim, y -ekseninden

kesilen dogru parcasinin uzunlugu ise 4 birimdir.

Ahstirma 2. 2X - 5y - 10 = 0 dogrusu ve koordinat eksenleri tarafindan sinirlanan
liggenin alanini hesaplayiniz.

Coziim. Koordinat eksenleri dik aciyla kesistiginden, istenen ticgen, dik a¢il1 kdsesi
koordinat baslangicinda olan bir dik ticgendir, dik kenarlar1 koordinat eksenlerinde,
hipotentisii ise verilen dogru tizerindedir. Dik {iggenin alaninin, dik kenarlarinin uzun-
luklarinin ¢arpiminin yarisina esit oldugunu biliyoruz, bunlar da koordinat eksenlerinde
kesilen dogru pargalarinin uzunluklaridir. Dogru denklemini eksen pargalart bigimine
doniistiiriirsek,

R A

5 2

denklemini elde ederiz. Buna gore, eksenlerden kesilen dogru parcalarinin uzun-
luklar1 5 birim ve 2 birimdir, dolayisiyla istenen dik iicgenin dik kenarlar1 5 birim ve 2
birimdir. O halde alam
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p=22_s
2

birim kare oldugunu buluyoruz.

Alstirmalar

1. Verilen dogru denklemlerini eksen pargalar1 biciminde yaziniz:
a)3x-2y+12=0 b)y=-x+1 c)y=4x-2
ve ardindan her bir koordinat eksenindeki kestigi dogru parcalarin uzunluklarini bulu-
nuz.

2. 2x + 5ky - 3 = 0 dogrusunun koordinat eksenlerinde kestigi dogru pargalarinin
toplam1 10 olduguna gore, k parametresinin degerini bulunuz.

3. Xx+2y-6=0dogrusu ve koordinat eksenleri tarafindan sinirlanan {iggenin alanin
hesaplayiniz.

4. M(3, 2) noktasindan gecen ve koordinat eksenlerinden esit uzunlukta dogru par-
calar1 kesen bir dogru ¢iziniz.

5.2 +% =1dogrusu koordinat eksenleriyle yaptig1 a¢1 asagidaki siklarda verilmistir.
a

Dogrunun koordinat eksenlerinden kestigi a ve b dogru pargalarini karsilastiriniz:

T 37 T
a) — b) =— c) —.
)4 )4 )3

4.9. Dogru Denkleminin Normal Sekli

Bu derste, koordinat diizleminde koordinat baglangicindan ge¢gmeyen ve higbir koor-
dinat eksenine paralel olmayan bir dogru tanimlamanin baska bir yolunu 6grenecegiz.

Koordinat baglangicindan verilen dogruya bir dikme indiririz ve OP dogru parcasinin
uzunlugunu p ile ve bu dikmenin X ekseni ile yaptig1 aciy1 a ile gosteririz (sekil 1).

VA
B
CL
b P
p<
0] >
o a A\ x
Sekil 1

OAP ve BOP dik tiggenlerinden sunlari elde ederiz:
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acosoa=p ve bsina=p

kd +% =1 eksen parcalar1 cinsinde verilen dogrunun denkleminde
a
a=—Lve b= ‘p
cosa sina

ile degistirirsek, sadelestirmeden sonra denklem
xcoso+ysino-p=10

sekline doniigiir. Buna denklemin normal sekli denir.

a acist, dogrunun normalinin X -ekseninin pozitif yoni ile yaptig1 acidir ve p, dog-
runun koordinat baslangicindan uzakligidir. a agis1 sabit ise, p’nin farkli degerleri i¢in,
X -ekseninin pozitif yonii ile a acis1 yapan dogruya dik olan bir paralel dogrular ailesi
elde ederiz. Dogru genel bigimde

Ax+By+C=0

denklemi ile verildiginde, dogrunun normal bi¢imini nasil belirleyecegimiz sorusu or-
taya ¢ikar. Verilen denklemi, normlastirici carpan olarak adlandirilan ve

M-A=cosa ve M- -B=sina

bagntilarini saglayan bir M # 0 reel sayisi ile carpacagiz.
Son iki denklemi karelerini alip toplarsak,

(MA)> + (MB)? =sin?> a + cos? a = 1

elde ederiz, buradan M?(4? + B?) =1, yani
.
A + B
sonucu elde edilir.

Normlastirici ¢arpan M’nin isaretini M - C = -p kosulundan buluruz. Son denklemi
p =-M - C bi¢iminde yazacagiz. p pozitif oldugundan, M’nin isareti MC ifadesi pozitif
olacak sekilde secilmelidir. Bu nedenle, normlastirici ¢arpan M’nin isareti C’nin isare-
tinin tersi olmalidir. Bu sekilde dogrunun normal bi¢imindeki denklemini elde ederiz:

A B C
y+ =
+VA*+B> A + B> A +B?

M ==

0.

X+

Alistirma 1. 3x - 4y + 10 = 0 dogrusunun denklemini normal bi¢gimde yaziniz.
Coziim. Verilen dogru nun denklemi, A =3, B =-4 ve C = 10 katsayilarina sahip
genel bicimde bir denklemdir. C katsayis1 pozitif oldugundan, denklemi su sayi ile

carpiyoruz:
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1

1

M=-

J2+8 324

O halde verilen dogrunun normal bi¢imindeki denklemi su sekildedir:

3 4
——x+—=y-2=0.
5 Sy

Alstirmalar

1. Asagidaki dogru denklemlerinden hangisi normal bi¢gimde bir dogru denklemini

temsil eder?
a) 3x-2y+7=0

) —2x+iy—320

13 13

1
b)x+—y-3=0
) 4

34
d)Zx-2y-2=0
57757

2 4
) —x——y-1=0
3 7y

e) x—5=0.

2. Asagidaki denklemlerin normlastirict carpanini bulunuz:
¢)x+4y+10=0

a)2x-y-3=0

b) x+ 10y -33=0

3. Asagidaki dogru denklemlerini normal bigimde yaziniz:
¢) 6x+8y—15=0
e) xcos10” + ysin10° +4 = 0.

a) 4x-3y+10=0
¢) x—2y+3=0

b) 5x+12y-39=0
d) y—3x=4

4. Asagidaki dogru denklemlerini normal bigimde yaziniz:

2 3

4.10. Bir Noktadan Dogruya Uzakhk

X
b) ==y-2
)Sy

¢) y=x-3.

Bir sonraki gérevimiz, koordinat diizleminde verilen bir noktadan verilen bir dogru-
ya uzaklig1 hesaplamaktir. Bildigimiz gibi, bir noktadan bir dogruya uzaklik, noktadan

dogruya indirilen dikmenin uzunluguna esittir.

* Dogru X eksenine dik ise, M(X1, Y1) noktasindan X = p dogrusuna olan uzaklik

d:|xl_P

“dir (sekil 1).

* Dogru genel durumda olsun (sekil 2). Verilen M(xi, Y1) noktasindan verilen dog-
ruya paralel bir dogru ¢izeriz. O zaman M noktasindan dogruya olan uzaklik, paralel

dogrular arasindaki uzakliga esit olacaktir.

VA =
Il
~
d
P .
0 X x
Sekil 1

»

l

N
M
P 4
a -
0 \ N X
Sekil 2
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» Verilen dogrunun denklemini
xcosa+ ysina—p =0,
normal bicimde yazarsak, ona paralel olan dogrunun denklemi
xcosa+ysina— p, =0,
olur, burada pi, dogrunun M(Xi, y1) noktasindan gegtigi kosulundan belirlenir, yani
P, =X, cosa +y sina.
M(X1, y1) noktasinin dogruya olan uzakligi, paralel dogrular arasindaki uzakliga esit-
tir,yanid=[p-pif=|Xicosa+Yyisina-p| yada
d =|x1 cosa —y, sina—p|
elde edilir. Son esitlikten, verilen noktadan dogruya olan uzakligin, dogrunun normal
bi¢cimindeki
xcosa+ ysina—p =0,
denkleminin sol tarafinda, yani noktanin koordinatlarini yerine koyarak ve ardindan
elde edilen sayinin mutlak degerini alarak elde edildigi sonucudur. Bu arada, ifadenin
isareti asagidaki geometrik anlama sahiptir:
» Noktadan dogruya olan uzaklik, mutlak deger alinmadan 6nce pozitif bir say1 ise,
o zaman nokta ve koordinat baslangict dogrunun farkl taraflarindadir;
» Noktadan dogruya olan uzaklik, mutlak deger alinmadan 6nce negatif bir say1 ise,

o zaman nokta ve koordinat baglangict dogrunun ayni tarafindadir.
Dogru denklemi genel bi¢cimde

Ax+By+C=0

Verildigi durumda, denklemi normal bi¢cime doniistiirmemiz gerekir, yani normlag-
tirici garpan olan
1

A2+ B>

ile garpmamiz gerekir. Normlastirici ¢arpanin igareti, C katsayisinin isaretinin tersi ola-
cak sekilde secilir. O zaman verilen noktadan dogruya olan uzaklik, dogrunun normal
bi¢imindeki denkleminin sol tarafinda, yani

M =

A B C
x+ y+ =0
A+ B> AP+ B> A+ B
Denkleminde, noktanin koordinatlarini yerine koyarak ve ardindan elde edilen sayi-
nin mutlak degerini alarak elde edilir. Sonug olarak,

|Ax1 + By, +C|
g="""" 1
VA + B

elde ederiz.
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Ahstirma 1. A(2, 1) ve B(-2, 4) noktalarinin 4x - 3y + 15 = 0 dogrusuna olan uzak-
liklarini bulunuz.

Coziim. Verilen noktadan dogruya olan uzakligi bulmak i¢in, 6ncelikle denklemi
normal bi¢ime doniistiirmemiz gerekir. Bu amacgla denklemi normlastirict ¢arpan ile
carpariz:

v S B

LB LB B

Normlastirici ¢arpanin isareti, C katsayisinin igaretinin tersi olacak sekilde segilir, bu

durumda M = —%‘dir. O halde dogrunun normal denklemi su sekildedir:

4 3
——x+=y-3=0.
5 5 4
Simdi verilen noktanin koordinatlarini yerine koyarsak, sunu elde ederiz:
d=l-202:3.023 =|-4|=4.
5 5

Mutlak deger almadan once d’nin isareti negatif oldugu i¢in, A noktasi ve koordinat
baslangici dogrunun ayni tarafindadir.
Benzer sekilde, B noktasi i¢in sunu elde ederiz:

d= =[1]=1.

4 3
2 (=2)+2-4-3
5 (D5

Bu durumda, mutlak deger almadan 6nce d’nin isareti pozitifti, bu nedenle B noktasi ve
koordinat baslangici dogrunun farkli taraflarindadir.

Alistirma 2. Diizlemdeki hangi noktalar x - y + 1 =0 dogrusuna d = 2 uzakliktadir?
Coziim. M(X, y) noktasinin X - y + 1 = 0 dogrusuna d = V2 uzaklikta olmast i¢in su
kosul gegerli olmalidir:

|x—y+q
= 2 1-2,
3 V2

yani |X - y + 1] = 2 elde edilir. Buradan X\/—_y +1=-2 yada x-y+1=2 elde ederiz.
Bu nedenle, x - y + 1 = 0 dogrusuna V2 uzaklikta olan noktalary = x - l vey = X +
3 dogrularinin noktalaridir.

Ahstirmalar

1. A(-5, -1) noktasinin 4x + 3y + 30 = 0 dogrusuna olan uzakligini bulunuz. Verilen
nokta ve koordinat baglangicit dogrunun ayni tarafinda midir?
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2. 9x - 12y + 10 = 0 dogrusunun koordinat baglangicina olan uzakligini bulun.

3. M(-3, 1) ve N(5, 4) noktalarindan hangisinin X - 2y - 5 = 0 dogrusuna daha yakin
oldugunu belirleyin. Verilen dogrunun MN dogru pargasini kesmedigini gosterin.

4. A3, 5), B(7,-4) ve C(-11, -13) ise ABC iiggeninin yiiksekliklerini bulun.

5. C(4, 3) noktasindan 5 birim uzaklikta olan ve koordinat eksenlerinden esit dogru
parcalar1 kesen dogrunun denklemini bulunuz.

6. §_§ =l dogrusuna paralel olan dogrularin hepsinden, A(2, 3) noktasindan 5 birim

uzaklikta olan dogruyu bulun.

4.11. iki Dogrunun Karsiikli Durumlari

Bildigimiz gibi, diizlemde iki dogru kesisebilir, paralel olabilir veya ¢akisabilir. Ko-
ordinat diizleminde genel denklemleriyle
Ax+By+C =0
A,x+B,y+C, =0.
verilen iki dogru olsun. Verilen denklemlerle tanimlanan sistemin katsayilarina bagl

olarak asagidaki tic durum miimkiindiir.
* Eger AiB: - A:B: # 0 ise, yani

4, B
—_ 7& —_
4, B,
ise, 0 zaman sistemin tek bir ¢oziimii vardir:
— Blcz _Bzcl _ AZCI _AICZ

O_AIBZ_A2BI’ yO_AlBZ_AZBl

yani verilen dogrular (xo, yo) noktasinda kesisir.

Alstirma 1. 2X -y -5=0 ve X+ 3y + 1 =0 dogrularinin kesistigini gdsteriniz ve
kesisim noktasinin koordinatlarini bulunuz.

Coziim. 2X-y-5=0 ve X+ 3y + 1 =0 dogrularinin denklemlerinde A: =2, B, =
-1,Ci=-5ve A2=1, B.=3, C. = 1’dir. Buradan su sonuca variriz:

4 2 -1 B

4 1 3 B,
bu da dogrularin kesistigi anlamina gelir. Kesisim noktasinin koordinatlari sunlardir:
v BC,-B,C, _1-1-3-(=5) _16 _ 46 -4C, _-1(=5-21_3
" 4B, —A,B, 23-(-1)-1 7 ' A4B,-AB  2-3-(-)-1 T
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* Eger 4B, - 4,B,=0,C\B, —C,B, #0ve 4C, - 4,C, #0, ise, yani
4 _B LG
4, B, G
ise, 0 zaman sistemin ¢oziimii yoktur, yani dogrular paraleldir.
* Eger 4B,—-A4,B,=0, C\B,—C,B, =0ve 4C, — 4,C, =0, ise, yani
4 _B_G
4, B, G
ise, 0 zaman sistemin sonsuz sayida ¢0zlimii vardir, yani dogrular cakisiktir.

Ahstirmalar 2. Asagidaki dogrularin durumunu inceleyiniz:
a)3x-2y+5=0 ve 9y-6x-1=0 paralel midirler;
b) 4x+2y-3=0ve 8y +4x -6 =0 ¢akisik midirlar?

Coziim. a) % = 22 # il ‘dan, dogrularin paralel oldugu sonucu elde edilir.
4 2 3 - . e
b) y = 2 = r ‘dan dogrularin ¢akisik oldugu sonucu elde edilir.

Devaminda, iki dogru arasindaki a¢inin nasil hesaplanacagini 6grenecegiz ve iki
dogrunun diklik kosulunu tiiretecegiz. Verilen iki dogru arasindaki a¢1, dogrular acik
denklemleriyle verildiginde en kolay sekilde hesaplanir:

y=kx+mvey=kx+m,.

Dogrularin kesistigi ¢ agis1, dogrularin 6telendiginde degismediginden, verilen dog-
rularin yaptig1 ac1, su dogrularin yaptigi agiya esittir (sekil 1):

y=kxvey=kx.

Sekil 1

O halde ¢ = 0 - au’dir. Esitligin her iki tarafina da tanjant uygularsak, sunu elde ederiz:

tgo, —tga
a1):g2 gl

gp=tig(a, — .
g9 =tg(, l+igajtga,
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tgon = ki ve tgoz = ka

oldugunu bildigimize gore,
k, —k

tod =2 h

8= kk,
elde ederiz. -

Iki dogrudan biri Yy -eksenine paralel oldugu durumda, aralarindaki a¢1 —— a‘dr,

burada a diger dogrunun X -ekseninin pozitif yonii ile yaptig1 acidir.

Alstirma 3. y=2X -3 ve 3X +y - 2 = 0 dogrular1 arasindaki ag1y1 bulunuz.
Coziim. Ik dogrunun egimi ki = 2 ve ikinci dogrunun egimi k. = -3’tiir. Bu nedenle,
k, =k -3-2
I+kk, 1+2-(=3)

=1dir, oradan da ¢ = % sonucunu elde edilir.

Dogrular dik ise, o zaman k, =/ga, = tg(o:1 +%} =—ciga, =— "dir, yani
g,
k, = —— elde edilir. Bu nedenle, iki dogrunun dik olma sarti i¢in su formiilii elde
1

etmis oluyoruz:

ol
ky

iki dogrudan biri y -eksenine paralel oldugunda, ancak ve ancak diger dogru X -ek-
senine paralel ise onlar birbirine dik durumda olur.

Alistirma 4. M(-1, 1) noktasindan gecen ve 3X - y + 2 = 0 dogrusuna dik olan dog-
runun denklemini belirtiniz.

Coziim. M noktasindan gegen dogrular demetinin denklemi y - 1 = k(x + 1)’dir.
Verilen dogruya, yani Y = 3X + 2 dogrusuna dik olan demetten dogrunun denklemini

belirlememiz gerekir. iki dogrunun diklik kosulundan £ = . elde edilir. Bu nedenle,
istenen dogrunun denklemi 3

X+ 3y—-2=0dm.

Ahstirma 5. ABC iicgeninin BC, CA ve AB kenarlarinin dogrularinin denklemleri
sirastyla 3x - 5y + 15=0, X + 3y + 5=0ve 5x + y - 3 = 0°dir. Uggenin yiiksekliklerinin
denklemlerini belirtiniz.

Coziim. AB ve AC kenarlarinin denklemlerinden su sistemi olusturuyoruz:

Sx+y-3=0
x+3y+5=0
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Bu sistemin ¢oziimii X = 1 ve y = -2 dir. Bu nedenle, A kosesinin koordinatlart A(1,
-2)’dir. Benzer sekilde, B(0, 3) ve C(-5, 0)’1 elde ederiz.
A(1, -2) kosesinden BC kenarina indirilen tiggenin yiiksekligi AA:’in denklemi y +

2 =K(x - 1)’dir. BC kenarinin iizerinde bulundugu dogrunun egimi k,. = g’tir. Bu ise,
N . o 1

AA, yiiksekliginin lizerinde bulundugu dogruya diktir. Bu nedenle, k = ——— = —é’tiir.

O halde AA: yiiksekliginin denklemi ke

y+2:—§(x—1), yani 5X + 3y +1=0dr.

B ve C koselerinden indirilen yiiksekliklerin iizerinde bulundugu dogrularin denk-
lemlerini benzer sekilde elde ederiz.

Ahstirmalar

1. Asagidaki dogrulardan hangilerinin kesistigini, hangilerinin paralel oldugunu ve
hangilerinin ¢akistigini belirleyin. Dogrular kesisiyorsa, kesisim noktasint bulunuz.

a)3x-2y+1=0 ve 2x+35y-12=0

b)3x+y-17=0 ve O6X+2y+12=0

¢)2x-y+3=0 ve 6Xx-3y+9=0

2. Cakisan AX-4y-2=0 ve 2X-By+ 1 - B =0 dogrularinin A ve B katsayilarinin
degerlerini bulunuz.

3. A(-2, 3) noktasindan gecen ve 5X - 6y + 7 = 0 dogrusuna paralel olan dogrunun
denklemini bulunuz.

4. 2x-y+7=0 ve 3x +y+ 10 =0 dogrular1 arasindaki a¢iy1 bulunuz.

5. Asagidaki dogrulardan hangileri birbirine diktir:

a)2x-3y=0ve 3x+2y=0 b)x-2=0 ve y+5=0
)y=X+b ve y=-X ¢)X-2y+1=0 ve 2x-y=0
d)5Sx-6y+7=0 ve 6Xx+5y-1=0 e)X+y=2 ve y=x+3

6. A(3, 15) noktasindan gecgen ve 3X - 5y + 8 = 0 dogrusuna dik olan dogrunun denk-
lemini belirtiniz.
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4.12. Cember

Tanim. Cember, diizlemdeki sabit bir S noktasindan esit uzaklikta bulunan tiim
noktalarin geometrik yeridir.

VA
M(x,y)
”
N (x 0 0)
0 =

Cizim 1

S noktasina ¢emberin merkezi denir. Cember tizerindeki herhangi bir M noktas1
icin, SM dogru parcasina cemberin yaricapi denir. Genellikle, SM dogru pargasinin
uzunluguna da ¢emberin yari¢capi denir.

Secilen bir XOy koordinat diizlemine gore ¢gemberin denklemini tanim yardimiyla
bulacagiz (Sekil 1).

Merkezi S(Xo, Yo) noktasinda olan ¢ember tlizerindeki herhangi bir M(X, y) noktasi
i¢in, SM = r’ dir. Iki nokta arasindaki uzaklik formiiliine gore:

JOo=30)* +(r =) =r.
elde edilir. Bu denklemden de,
(x—x0)2 +(y_J’0)2 =7’

denklemi elde edilir. bu ise, merkezi (Xo, Yo) noktasinda ve yaricap1 r olan ¢cemberin
normal denklemidir.
Ozel olarak, cemberin merkezi koordinat baslangicinda ise, denklem
Xy =i
sekline dontisiir ve buna cemberin merkezil denklemi denir.
Ahstirma 1. Merkezi S(5, 4) noktasinda ve yarigap1 I = 8 olan ¢emberin denklemini
belirtiniz.
Céziim. Istenen denklem (X - 5)2 + (y - 4)> = 64 tiir.
Cemberin denklemini genisletilmis bicimde yazarsak, su denklemi elde ederiz:
x? +y2 —2x0x—2y0y+x02 +yo2 -rt=0
veya
x>+ +lx+my+n=0,
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burada I = -2Xo, m = -2Yyo ve N = Xo? + Yo? - r?’dir, bu ikinci dereceden bir denklemdir.

X2 +y2 + Ix + my + n = 0 bi¢gimindeki ikinci dereceden bir denklemin ne zaman bir
¢ember denklemi oldugu sorusu sorulabilir? I + m? - 4n = 4xo> + 4yoe? - 4(Xe? + Yo? - I?)
= 4r? oldugundan, su sonuglara varabiliriz:

e Eger I+ m?-4n> 0 ise, o zaman 4r> > 0, yani r > 0, bu da verilen denklemin

merkezi § (—é , —%) ve yarigap1 r olan bir gember denklemi oldugu anlamina gelir;

e Eger I+ m?-4n =0 ise, o zaman 4r?> = 0, yani r = 0, bu da verilen denklemin

S (—é, —%) noktasinin denklemi oldugu anlamina gelir;

* Eger I>+ m?-4n <0 ise, 0 zaman 4r?> < 0, bu mimkiin degildir. Bu durumda,
diizlemde koordinatlar1 verilen denklemi saglayan noktalar yoktur.

Alistirma 2. x*+y? - 6X + 10y + 18 = 0 denkleminin bir gember denklemi oldugunu
ispatlaymiz ve ardindan merkezini ve yarigapini bulunuz.
Coziim. I. Yol: Verilen denklemde | = -6, m =10 ve n = 18’dir.

I +m* —4n=(-6)*+10"-4-18=64>0

esitsizliginden, verilen denklemin bir gember denklemi oldugu elde edilir. | = -2Xo, m
=-2Yo ve N = Xo? + Yo? - r’den Xo = 3, Yo = -5 ve I = 4 elde ederiz, yani verilen denklem
S(3, -5) merkezli ve r = 4 yaricapli bir gemberin denklemidir.

I1. Yol: Verilen denklemi, X*> - 6x ve y*> + 10y ifadelerini tam kareye tamamlayacak
sekilde doniistiiriiriiz. O zaman verilen denklem (X - 3)*>+ (y +5)*-9-25+ 18 =0, yani

(x=3)" +(y+5)" =16

bi¢imini alir; buradan verilen ¢emberin merkezinin S(3, -5) noktasi ve yarigapimin r =
4 oldugunu goriiyoruz.

Alistirma 3. A(2, -2), B(7, 3) ve C(6, 0) noktalarindan ge¢en ¢cemberin denklemini
belirtiniz.

Coziim. Verilen her noktanin koordinatlarini X2 + y2 + Ix + my + n = 0 denkleminde
yerine koyarsak, su sistemi elde ederiz:

21-2m+n=-8
Tl+3m+n=-58
6/+n=-36

126



DUZLEMDE ANALITIK GEOMETRI

Ve bunun ¢oziimii 1 = -4, m = -6 ve n = -12°dir. Istenen ¢gember denklemi x> + y2 - 4x
-6y -12=0, yani
(x=2) +(y-3)"=25.+

Ahstirmalar
1. Merkezi S(0, 0) noktasinda ve yarigap1 I = 5 olan ¢emberin denklemini bulunuz.

2. Asagidaki denklemlerle verilen ¢emberlerin merkezlerinin koordinatlarini ve
yarigaplarini yaziniz:

a)X2+y2+14x+40=0 b) X2 +y2+ 12x - 16y + 64 =0

¢)X*+y*-70x-24y=0 ¢) X2 +y?+ 60x + 60y =-900

3. Merkezi S(-3, -2) noktasinda olan ve koordinat baslangicindan gegen ¢gemberin
denklemini bulunuz.

4. X*>+Yy*+ 3x - 4y = 0 cemberiyle ortak merkezli olan ve A(-3, 4) noktasindan gecen
¢emberin denklemini bulunuz.

5. Asagidaki noktalardan gegcen ¢emberin denklemini yaziniz:
a) A(7a 1)9 B(Sa 5)5 C('25 4) b) A(Oa 1)5 B(za 0)9 C(3a '1)

4.13. Dogru ve Cemberin Karsihikli Durumlan

(X - Xo)*> + (Y - Yo)* = r* denklemiyle verilen bir cember ve AX + By + C = 0 genel
denklemiyle bir dogru verilmis olsun. Verilen dogru, ¢cemberi iki noktada, bir noktada
keser veya ¢emberle ortak noktast yoktur, bu da asagidaki sistemin

(x—x0)2+(y—y0)2 =r?
Ax+By+C=0

iki, bir veya sifir ¢6ziimii olmasina baglidir. O zaman dogrunun sirasiyla ¢cemberi kes-
tigini, cembere teget oldugunu veya dogru cemberi kesmedigini sdyleriz.

Temel geometriden bildigimiz gibi: Cemberin merkezinden dogruya olan uzaklik
¢emberin yarigapindan kiigiikse, dogru ¢emberi keser; gemberin merkezinden dogruya
olan uzaklik ¢cemberin yaricapina esitse, dogru cembere tegettir; ve ¢cemberin merke-
zinden dogruya olan uzaklik ¢gemberin yarigapindan biiyiikse, dogru ¢gemberi kesmez.
Noktadan dogruya olan uzaklik formiiliinii kullanarak, sunu elde ederiz:
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|Ax0 + By, + C|
VA* + B’

|Ax0 + By, + C|
A+ B

< r’dir.

* Dogru, cemberi iki noktada keserse,

* Dogru, cembere teget ise, =r’dir.

Dos beri k |Ax0+ByO+C|> d
* Dogru, cemberi kesmezse, r’dir.
VA* + B?

Ahstirma 1. (X - 1)+ (y - 2)> =4 ¢cemberinin X + Yy - 5 = 0 dogrusu ile kesisim nok-
talarin1 bulunuz.

I-1+1-2-5
Coziim. % =J2<2 kosulundan, dogrunun ¢emberi kestigi sonucu elde
1" +1
edilir. Kesisim noktalariin koordinatlari, hem dogrunun denklemini hem de ¢emberin
denklemini saglar. O halde, kesisim noktalarinin koordinatlarini belirtmek igin su sis-
temi ¢Ozliyoruz:

(x-1)*+(y-2)" =4
x+y-5=0 '

Ik denklemde y = 5 - X yerine koyarsak, kokleri X1 = 1 ve X2 = 3 olan X> - 4x + 3
= 0 denklemini elde ederiz. O zaman, ikinci denklemden y icin y1 = 4 ve y2 = 2
elde ederiz. Bu nedenle, verilen dogru ¢cemberi (1, 4) ve (3, 2) noktalarinda keser.

Alistirmalar

1. X -y -4 =0 dogrusunun X*> + y? + 2x - 4y - 20 = 0 ¢emberi ile ortak noktalarin
bulunuz.

2. 3x+y + 2 =0 dogrusunun X*> + y? - 4x + 6y - 12 = 0 ¢emberinden kestigi kirisin
uzunlugunu bulunuz.

PEKISTIRME ALISTIRMALARI

1. Koselerinin koordinatlar1 A(-5, 5), B(7, -3) ve C(3, 1) olan ABC {i¢geninin ¢evre-
sini hesaplayiniz.

2. Verilenlere gore, AB dogru pargasini 4 oraninda bolen M noktasinin koordinatlarini
bulunuz:

1
2) A(10.3).B(2,-5) ved=3 b) A(-2,-5), B(13,5) ve 1 = %
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3. A(1, 1), B(-1, 3) ve C(2, 0) noktalar1 ayni dogru lizerindedir. A noktasinin CB dogru
parcasini hangi oranda boldiiglinii bulunuz.

4. AB, BC ve CA dogru parcalarinin iizerinde bulundugu dogrularin denklemleri
strastyla 2X + 3y - 5=0, 3x +2y =0 ve 4X + y - 5 = 0’dir. M noktas1 BC dogru parcasini
A =2 oraninda boler. AM dogrusunun denklemini bulunuz.

5. Mi(-7, 2) ve M2(3, -5) noktalarindan gecen dogrunun denklemini bulunuz.

6. A(1,9), B(-2, 3) ve C(-5, -3) noktalarinin ayni dogru iizerinde oldugunu ispatla-
yiniz.

7. A(-2, -1), B(1, 2) ve C(-1, 4) noktalar1 veriliyor. ABCD paralelkenar ise D nokta-
sinin koordinatlarini yaziniz.

8. A(3, 3), B(-2, 3) ve C(-1, 0) noktalar1 veriliyor. ABC iiggeninin ikizkenar oldugunu
ispatlayimiz.

9. M(2, 3) noktasinin agagidaki dogrulara olan uzakligi d’ yi bulunuz:
a)3x+4y-25=0 b) 12x-5y+4=0

10.  Koselerinin koordinatlar1 A(3, 2), B(5, 4) ve C(1, 4) olan ABC ii¢geninin ke-
narortaylarinin denklemlerini yaziniz.

11. Koselerinin koordinatlar1 A(-8, 1), B(1, 2) ve C(-5, -3)olan ABC iiggeninin T
agirlik merkezinin koordinatlarini yaziniz.

12.  A(-2,-2),B(7, 1) ve C(3, 3) noktalar1 veriliyor. Asagidakileri bulunuz:
a) AB dogru parcasinin uzunlugunu,

b) C noktasinin AB dogrusuna olan uzakligini,

¢) ABC ii¢geninin alanini.

13.  Iki kenar1 5x - 12y - 65 =0 ve 5xX - 12y + 26 = 0 dogrulari iizerinde bulunan
bir karenin alanini hesaplayiniz.

14. M(-3, 8) noktasindan gecen ve koordinat eksenleri ile alan1 P = 6 olan bir iiggen
olusturan dogrunun denklemini yaziniz.

15. Ikizkenar bir liggenin taban1 X - 2y + 3 = 0 dogrusu iizerinde, bir kenar1 4x +y
+ 5 = 0 dogrusu iizerinde ve diger kenar1 P(%,%) noktasindan gegiyor.

a) Verilen tiggenin agirlik merkezinin koordinatlarini yaziniz.
b) Uggenin alanin1 hesaplayiniz.
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16. ABCD dortgeninin AB, BC, CD ve DA kenarlar1 sirastyla 5x +y + 13 =0, 2x
-7y-17=0, 3x+2y-13=0 ve 3x-4y+ 17 =0 denklemleriyle veriliyor. Verilen
dortgenin kosegenlerinin iizerinde bulundugu dogrularin denklemlerini belirtiniz.

17. Capi, 3x -4y + 12 =0 dogrusunun koordinat eksenleri arasindaki dogru pargasi
oldugu ¢emberin denklemini yaziniz.

18. Merkezi X -V -2 =0 dogrusu iizerinde bulunan ve A(2, 3) ve B(-4, -1) nokta-
larindan gecen cemberin denklemini yaziniz.
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5. KOMBINASYONLUK VE OLASILIK

Bu konuda, sonlu sayida elemani olan bir kiimeden belirli kosullara gore tiim eleman
gruplarini se¢me yollarini ve bu tiir olusturulmus tiim eleman gruplarinin sayisini nasil
belirleyecegimizi inceleyecegiz.

5.1. Permiitasyonlar

Tamim. Sonlu sayida elemani olan bir A kiimesi verilmis olsun. A kiimesindeki tiim
elemanlarin her farkli siralanmasina permiitasyon denir.

Bazi siralanmalarda elemanlarin tekrar etmesi s6z konusu olabilir, bu nedenle tek-
rarsiz ve tekrarli permiitasyonlar vardir.

Tekrarsiz Permiitasyonlar
Verilen bir kiimenin permiitasyonlarinin sayisini hesaplama yontemini belirlemeden

once, bazi isaretlemeleri tanitacagiz ve somut bir 6rnek inceleyecegiz.

A kiimesinin n elemani olsun. Kiimenin elemanlariin tekrarsiz permiitasyonlarinin
sayisini P(n) ile gosterecegiz.

Ornek 1. Verilen A kiimesinin tekrarsiz permiitasyonlarinin sayisini belirtiniz:

a)A={1,2} b)A={1,2,3} c)A=1{1,2,3,4}

Coziim. a) Bu iki elemanin iki farkli siralanmast miimkiindiir, yani 12, 21. Yani P(2)
=2 dir.

b) Elemanlarin alt1 farkli siralanmast miimkiindiir, yani 123, 132, 213, 231, 312 ve
321, bu nedenle P(3) = 6 dur.

Once 1 rakamini segersek, ii¢c basamakl1 sayida 1 sayisi ii¢ farkli yerde bulunabilir.
1 rakaminin sabit bir segimi igin, 2 rakamu iki farkl1 yerde konumlandirilabilir. iki ra-
kamin sabit bir se¢imi i¢in, son rakam yalnizca bir sekilde se¢ilebilir. Yani rakamlarin
secilebilecegi yol sayist 3 -2 - 1°dir.

c¢) Elemanlarin 24 farkli siralanmasi miimkiindiir, yani

1234,1243,1324,1342,1423,1432,

2134,2143,2314,2341,2413,2431,

3124,3142,3214,3241,3412,3421,

4123,4132,4213,4231,4312,4321

Demek ki, P(6)= 24" tiir.

Permiitasyonlarin olusturulma yontemini inceleyelim. b) 6rneginde yapildig: gibi,
1 rakami dort basamakli sayida dort farkli yere konumlandirilabilir. 1 sabitlenirse, 2
rakamu ¢ farkli yere yerlestirilebilir. 1 ve 2 rakamlarinin sabit bir pozisyonu ig¢in, 3
rakamu iki farkli yere yerlestirilebilir. Son olarak 1, 2 ve 3 rakamlarinin sabit bir po-
zisyonu i¢in, 4 rakami yalnizca bir sekilde secilebilir. Dolayistyla tiim siralanmalarin
sayis1 4-3-2-1°dir.
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Genel olarak, n elemanli bir kiime i¢in, ilk elemani n yere, ikinciyin - 1 yere vb., son
elemani 1 yere yerlestirebiliriz. Yani n elemanin farkli siralanmasinin (permiitasyonla-
rinin) sayisini n(n—1)-...-3-2-1 ¢arpimi yardimiyla hesaplayacagiz.

n(n — 1) -...-3-2-1sayisina n faktoriyel denir ve n! ile gosterilir.

Tanim geregi 0! = 1 oldugunu varsayiyoruz.

Yukaridakilere gore, n elemanli bir kiimenin tekrarsiz permiitasyonlarinin sayisi
P(n) =n!"dir.

Ornek 2. 0, 1, 2, 3, 4 rakamlarindan kac farkli bes basamakli say1 olusturulabilir?
Coziim. 5 rakamdan 5!=1-2-3-4-5=120 bes basamakl1 say1 olusturulabilir. Bu
sayidan, ilk rakami O olan permiitasyonlarin sayisini, yani P(4) =41=1.2-3-4=24"u
¢ikarmamiz gerekiyor. Yani, verilen bes rakamdan olusan bes basamakli sayilarin sayisi:
P(5)—P(4)=5!-41=120-24 =96’dr.

Tekrarh Permiitasyonlar
Tekrarli permiitasyonlarin sayisini belirleyecegimiz formiilii belirtmeden once, asa-

g1daki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 2. Her sayida 1 rakami ii¢ kez ve diger rakamlar yalmzca bir kez goriinecek
sekilde, 1, 2, 3 rakamlarindan olusturulabilecek tiim bes basamakli sayilarin sayisini
belirtiniz.

Coziim. Bu tiir tiim bes basamakl sayilari listeleyelim:

11123,11132,11213,11231,11312,11321,12311,12131,12113,

13211,13121,13112,21113,21131,21311,23111,31112,31121,31211,32111.

Istenen 6zellige sahip toplam 20 farkli bes basamakl1 say1 elde ettik. Farkli rakam-
larla yazilmis tiim bes basamakli sayilarin sayis1 P (5) =5!=5-4.3.2.-1=120"dir. Bu
durumda, 1 rakami her bes basamakli sayida ii¢ kez goriindiigii i¢in, bu 120 sayida ayni1
olanlar olacaktir. Ayn1 sayilar, 1 rakaminin {i¢ ayn1 yerde permiitasyonlari i¢in elde edilir
ki buda P(3)=3! dir. Istenen 6zellige sahip tiim farkli bes basamakli say1larin say1sini
5! 5-4.3-2-1
31 3.2:1

Bir elemanin k kez tekrar ettigi (k < n) ve digerlerinin her birinin tam olarak bir kez

=20 boliimiinden elde edecegiz.

tekrar ettigi n elemanin permiitasyonlarinin sayis1 B, (n) :Z—i formiilii ile belirtilir. Bu
permiitasyonlara tekrarh permiitasyonlar denir. ’

Genel olarak, bir elemanin ki kez, ikincinin Kz kez, ..., m-inci elemanin &, kez tekrar
ettigi n elemanin tiim tekrarh permiitasyonlarimin sayis1 £, , , (n) ile gosterilir,
Bu tiir permiitasyonlarda ki + k2 + ... + £, < n oldugunu not ediyoruz ve tiim permiitas-

yonlarm sayist £, , . (n)= ile hesaplanir.

n!
e ey ey 1k, !
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Ornek 3. 1 ve 2 rakamlarindan, 1 rakami 3 kez ve 2 rakami 2 kez tekrarlanacak
sekilde kag bes basamakli say1 olusturulabilir?

Coziim. Bu tiir tim bes basamakli sayilar1 listeleyelim: 11122, 11212,
12112, 21112, 11221, 12121, 21121, 12211, 21211, 22111, yani istenen say1

51 5.4.3.2.1
1)3’2(5)_3!-2!_ 3.2.1-2-1 =10

Alstirma 1. 1, 2, 3 ve 4 rakamlarindan, 1 rakamu iki kez, 2 rakami ii¢ kez ve 3 ve 4
rakamlar birer kez tekrarlanacak sekilde kac yedi basamakli say1 olusturulabilir?
7" 7-6-5-4-3-2-1

= =420.
213! 2-1-3-2-1

Coziim. Istenilen say1 P, ;(7) =

Ahstirma 2. 2,2, 3,3,3,5,5, 5 rakamlarindan kag sekiz basamakli say1 olusturu-
labilir?

e e 8! 8-7-6-5-4.3-2-1
Coziim. }’2’3’3(8): =

213131 2.1.3.2.1.3.2-1

=560.

Alstirmalar

1. Bir kiitliphanedeki bir rafta 5 farkli kitap kag farkli sekilde diizenlenebilir?

2. 6 dgrenci bir siraya kag farkl sekilde oturabilir?

3. 1,2, 3,4, 5 ve 6 rakamlarindan 4 ile baslayan kag alt1 basamakli say1 olusturula-
bilir?

4. Her biri tam olarak bir kez yazilacak sekilde 2, 3 ve 4 rakamlarini igeren tiim ii¢
basamakli sayilarin toplami kagtir?

5.2. Varyasyonlar

Tekrarsiz Varyasyonlar
Varyasyon kavramini incelemeden dnce bir 6rnege bakalim.

Ornek 1. Bir satrang olimpiyatinda, 3 kisilik takimlar o sekilde olusturulmalidir
ki, birinin birinci tahtada, digerinin ikinci tahtada ve iigiinciiniin ti¢lincii tahtada oy-
nayacaktir. 6 satran¢ oyuncusundan olusan bir takimdan kag farkli {i¢ kisilik takim
olusturulabilir?

Coziim. Oyuncular 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 ile isaretleyelim. Takimin ilk iiyesinin se¢imi
6 sekilde yapilabilir. i1k iiye olarak 2 numarali oyuncu se¢ilmis olsun. O zaman ikin-
citiye 1, 3, 4, 5 ve 6 numarali oyunculardan segilebilir, yani bu 5 sekilde yapilabilir.
Bu, ilk iki oyuncunun se¢iminin 6 - 5 = 30 sekilde yapilabilecegi anlamina gelir. i1k
iki oyuncu i¢in 2 ve 4’1 sectiysek, o zaman {i¢iincii oyuncu i¢in 1, 3, 5 ve 6’den birini
se¢me segenegimiz
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vardir, yani bunu 4 sekilde yapabiliriz. Demek ki, 6 satrang oyuncusundan olusan bir
takimdan 3 kisilik bir takim 30 - 4 = 120 sekilde olusturulabilir.

Bu alistirmay1 ¢ozerken, 6 farkli elemandan 6 - 5 - 4 = 120 farkli sirali tiglii oyuncu
olusturabilecegimizi fark ettik.

Tanim. A, n elemanh bir kiime olsun. A kiimesinin farkli elemanlarinin sirali her
k-lis1, K <nigin, n elemann k sinifli tekrarsiz varyasyonu olarak adlandirilir.

n elemanlt bir kiimenin K sinifl1 bir varyasyonunun ayni zamanda o n elemanl kii-
menin bir permiitasyonu oldugunu not ediyoruz.

iki varyasyon birbirinden farklidir, eger en az birer farkl1 eleman1 varsa veya farkli
bir sirayla siralanmis ayni elemanlara sahipse.

n elemanli k sinifl1 varyasyonlarinin sayisi Vnk ile gosterilir.

Ahstirma 1. 1, 2, 3, 4, 5, 6 ve 7 rakamlarindan, hi¢bir rakamin tekrarlanmadigi kag
dort basamakli say1 olusturulabilir?

Coziim. Dort basamakli saymnin ilk rakami 7 sekilde, ikincisi 6 sekilde, tigiinciisii 5
sekilde ve dordiinciisii 4 farkli sekilde secilebilir. Bu nedenle, istenen dort basamakli
sayilarin sayis1 7 - 6 - 5 - 4 = 840’tur.

Bir k-lidaki ilk elemanin n sekilde, ikincisinin n - 1 sekilde vb. se¢ilebilecegini dik-
kate alarak, k-inc1 elemanin n - (k - 1) sekilde secilebilecegini, dolayisiyla n elemanin
k sinifl1 varyasyonlarinin sayisinin su sekilde elde ederiz:

VE=nn-1)n-2)..(n—(k-1).
nt=nn-1).n-k+1)n-k)..n-k-1)..2-1=
=n(n-1)..(n-k+ 1)(n - k)! oldugundan,

|
VE=n(n=1)(n—-2)..(n—k+1)=—2— elde edilir.
(n—k)!

Buna gore, Vnk = formiilii, n elemanin Kk -simifli varyasyonlarinin sayisidir.

n—k)!

Alstirma 2. Bir 6grencinin giinde 5 farkli derse girmesi gerekiyorsa, 9 ders kag
sekilde diizenlenebilir?

Coziim. 9 dersin gilinde 5’erli farkli diizenlemelerinin sayisi, aslinda 9 elemanin
2 & 15120

5’inci simifli varyasyonlarimin sayisidir. Buna gore, V,° = =
ryasy y g 9 ©—5)1 41

Tekrarh Varyasyonlar
Tanmim. Bir A kiimesinin n elemanimin K -sinifli tekrarh varyasyonu, o kiimenin

elemanlarinin her sirali k-lisidir.
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Ornek 2. 1, 3, 5 rakamlarindan kag iki basamakli say1 olusturulabilir?

Coziim. Bu 6devde her rakamin yalnizca bir kez bulunmasi gerekmedigini not edi-
yoruz. Bu nedenle, istenen iki basamakli sayilar sunlardir: 11, 13, 15, 31, 33, 35, 51,
53, 55. Bunlarin sayis1 9 = 3%’dir.

n elemanli bir kiimenin k siifli tekrarli varyasyonlarinin sayisini belirlemek igin,
once k =1 sinifl1 n elemanli kiimenin tiim varyasyonlarinin sayisini inceleyelim. Bu say1
n’dir, yani incelenen kiimenin eleman sayisina esittir. K = 2 sinifli tim varyasyonlart,
onceki siiftaki her varyasyona kiimedeki her elemanin eklenmesiyle elde edilecektir.
Bu sekilde n - n = n? varyasyon elde edilir. Benzer sekilde, k sinifli varyasyonlarinin
sayist, K - 1 siniflinin her varyasyonuna kiimedeki her elemanin eklenmesiyle elde e_dil-{
lecektir. Bu nedenle, n elemanin k -sinifli tiim tekrarh varyasyonlarinin sayisi V,

ile gosterilir ve V,,k = n* formiilii ile belirlenir.

Alstirma 3. a, b, ¢, d, ¢ elemanlarinin 4 sinifli tekrarli varyasyonlarinin sayisi kagtir?

Coziim. Vs =5 = 625,

Alistirma 4. 1, 3, 5 rakamlarindan kag bes basamakli say1 olusturulabilir?

Coziim. ?35 = 3° =243 olduguna gore, aranilan tiirden 243 bes basamakli say1 olus-
turulabilir.

Alistirmalar

1. Mile, arkadasinin telefon numarasinin alt1 farkli rakamdan olustugunu biliyordu
ve ilk li¢ rakami hatirliyordu. Arkadasinin numarasini tahmin etmek i¢in telefonda kag
rakam se¢mesi gerekiyor?

2. 1,2, 3,4, 5 rakamlarindan farkli rakamlarla ka¢ dort basamakli say1 yazilabilir?
3. V83 ve Vgs’l'in degerlerini belirleyiniz.
4. sz =42 ise p’nin degerini belirleyiniz.

5.10 - V,>=V,  *ise n’yi bulunuz.

n

5.3. Kombinasyonlar

Tekrarsiz Kombinasyonlar
Verilen bir kiimedeki elemanlar1 se¢gmenin bir sonraki yolunu incelemeden once,

asagidaki ornegi inceleyelim.

Ornek 1. Bir matematik yarismasina, bir okuldan iiger 6grenci igeren takimlar kati-
lir. Bir okuldan kag farkli takim olusturulabilir, eger takim se¢imi toplam 6 6grenciden
yapiliyorsa?

135



Moduler Birim 5

Céziim. Bu 6devde takim iiyelerinin sirasiin énemli olmadigini not ediyoruz. Og-
rencileri 1, 2, 3,4, 5 ve 6 ile isaretleyelim. Tiim siral1 tigliilerin say1s1 6 - 5 - 5 4 = 120dir.
Biz sadece ii¢ elemanli {i¢liiler, yani alt kiimelerle ilgileniyoruz, siral tigliilerle degil.
Bu nedenle, ii¢ 6grenciden olusan bir kiimeden kag farkli sirali tiglii olusturulabilecegini
inceliyoruz. Bunlar 3 elemanin permiitasyonlar1 kadardir, yani P, = 6’dir. Buna gore,
6 0grenciden olusan 3 6grencilik takimlarin sayisi, 6grencilerin takimdaki siralamasi
dikkate alinmadan, 120 : 6 = 20 olacaktir. Yani 20 farkli takim olusturulabilir.

Tanim. A, n elemanli sonlu bir kiime ve k <n olsun. A kiimesinden k farkl: elemanin
her se¢imine, n elemanin k -sinifl1 tekrarsiz kombinasyonu denir.

n elemanin k sinifli tim kombinasyonlarinin sayis1 C ,’f ile gosterilir.

Aslinda, elemanlarin sirasinin 6nemli oldugu n elemanin tiim alt kiimelerinin se¢imi,
k

n elemanin k -siifli bir varyasyonunu verir, yani C* - k! =V *dir, dolayisiyla C* = Vi
vte e e . . . " " S |
boliimiinii basitlestirerek sunu elde ederiz:
Ck:n-(n—l)~(n—2)~...-(n—k+1): n!
" k-(k—1)-(k-2)-..2-1 kl(n—k)!

Bu nedenle, n elemanin k -sinifl1 tiim kombinasyonlarinin sayisi
ck = n—'
"kl (n—k)!
formiiliiyle hesaplanacaktir.

n
c ,]f genellikle, (kj isaretiyle de gosterilir: “n iizerinde k™ olarak okunur ve binom

n
katsayisi olarak adlandirilir. Yani C,f = [ kj‘dir.

Alstirma 1. a, b, ¢, d, e elemanlarinin 1°den 5’e kadar siniflarinin tekrarsiz kombi-
nasyonlarinin sayisini bulun.

5 5 . 5 4.
ceizﬁm.C§=[J=§=5, C§=U=54=10, c§=”=ﬂ:1o,

1 2] 2 3] 3.241
cgzwzs, C;ZM:L
4.3-2-1 5.4.3.2-1

Asagidaki ozellikler basit kontrollerle kanitlanabilir:

(H) GG B
o)
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Alistirma 2. C; “in degerini bulunuz.

50 50 50 .
48 50-48 2 2-1

Alistirma 3. Herhangi {i¢ii ayn1 dogru iizerinde olmayan 8 noktadan ka¢ dogru
olusturulabilir?

Coziim. Bir dogrunun iki nokta ile tanimlandigini ve AB dogrusunun BA dogrusu ile
ayni oldugunu biliyoruz. Yani, 8 elemanin 2. sinif kombinasyonlari s6zkonusu oldugunu,

yani C2 = Sz—z — 28 dogru elde edilir.

Tekrarh Kombinasyonlar
a, b, ¢ elemanlari verilmis olsun. Bunlardan ikinci sinifli 3 kombinasyon olusturula-

bilir, yani {a, b, ¢} kiimesinin tam olarak iki elemani olan ii¢ alt kiimesi vardir. Bunlar,
elemanlarin sirasinin 6nemli olmadigi ab, ac ve bc kombinasyonlaridir. Elemanlarin
tekrarlanmasina izin verirsek kag tane iki elemanli kombinasyon olusturulabilecegini
gorelim. Tiim bu kombinasyonlar listeleyelim: aa, ab, ac, bb, bc ve cc. Bunlarin alt1
tane oldugunu goriiyoruz.

Tanim. A, n elemanli sonlu bir kiime ve k dogal say1 olsun. Bazi elemanlarin birden
cok kez se¢ilebildigi ve segme sirasinin 6nemli olmadigi A’dan k elemanin her se¢imine,
n den K - sinifli tekrarh kombinasyonu denir.

—k
Tekrarli k -sinifl1 tiim kombinasyonlarinin sayist C» ile gosterilir.

Ornek 2. E§ sayisint belirtelim.

Coziim. Ug eleman a, b, ¢ segiyoruz. Bu elemanlar igin 4. siifl1 tiim tekrarli kom-
binasyonlarini yazalim:

aaaa, aaab, aaac, aabb, aabc, aacc, abbb, abbc, abcc, acce, bbbb, bbbc, bbcc, beec,
CcccC. 4

Demek ki, C3 =15.dir.

k -smnifl1 n elemaninin tekrarli kombinasyonlarinin sayisi i¢in su formiil gegerlidir:

—k n+k-1
Cn= C1]1{+k—1 :( ]
k

Bu arada, siiftaki eleman sayisi n’den biiyiik olabilir, yani k > n.

Ahlstirma 4. a, b, ¢, d, e, f elemanlarinin 1’den 4’¢ kadar simifl1 tekrarli kombinas-
yonlarmin sayisini belirtiniz.
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-1 (6+1-1 6 — (6+2-1 7Y 7-6
C6: = :6 C6: = :—:21’
1 1 2 2) 2
9

1
— 6+3-1 8 7. — 6+4-1 9 .8.7.
Co = - :ﬂ:%, ch_| 07 _[ 722876 _he
3 3 3.2-1 4 4 4.3.2-1

Ahstirmalar

. Bir altigenin alt1 kdsesinden kag farkli tiggen olusturulabilir?
. C"? =10.ise, n’yi bulunuz.

1
2
3. Bir sekizgenin ka¢ kosegeni vardir?
4. 4C? =C},, ise, n’yi bulunuz.

5

. Ikinci sinif tekrarli kombinasyonlardan 276 kombinasyon olusturmak i¢in en az
kac¢ eleman gerekir?

5.4. Binom Formiilii

Su binomlarin ¢arpimini inceleyelim:

(x+a)x+a)=(x+ay=x>+2ax+a?

x+a(x+ax+a)=(xx+aP=x+3ax>+3ax +ad

(x+a)x+a)x+a)x +a)=(x+a)*=x*+4ax’ + 6a>> + 4a%x + a*

Son esitlikteki 1, 4, 6, 4, 1 katsayilari, sirastyla 4 elemandan 0, 1, 2, 3 ve 4. simf
kombinasyonlarinin sayisina esittir, yani su sekilde yazilabilirler:

cr=[Yen er=[t=a c=[flee co=tlea o[t
4_0_a 4_1_’ 4_2_’ 4_3_9 4_4_-

O halde bu esitlik su sekilde yazilabilir:

4
(x+a) =x'"+4x°a+6x’a’ +4xa’ +a' =

4 4 4 4 4
= Ix*a"+| |X¥d'+| (X’ +| |xdd+| X%t
0 1 2 3 4

Benzer sekilde, 6 binomun ¢arpimindan su sonuca variriz:

6 6 6 6 6 6
(x+ a)6 =x%a"+| |Xd' +|  |x'dP+| |+ (XPat ] xd’+] (X% =
1 2 3 4 5 6

=x+6x°a+15x"a* +20x°a’ +15x°a* + 6xa° +a°. ¢

Onceki formiillerde katsay1 olarak daha &nce binom katsayilari olarak adlandirdi-
gimiz sayilar ortaya ¢ikti. Isimleri, her binomun herhangi bir kuvvetinin agilimindaki
katsayilar olmalarindan gelir.
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Herhangi bir dogal say1 n ve a igin, asagidaki esitligin gecerli oldugu ispatlanabilir:

(x+a) = R R T B P =SS (g PO B POV TN e P
0 1 2 k n—1 n

Elde edilen formiile binom formiilii denir ve (X + a@)" bicimindeki herhangi bir bi-
nomun derecesini polinom bi¢iminde yazmanin basit bir yolunu saglar.
Ornek 1.

5 5 5 5 5
(e = (s =t S| o [
=x"=5x*a+10x’a® —10x’a’ +5xa* —a’. ¢

(x - @) binomu i¢in binom formiilii benzer sekilde elde edilir. Yani, a yerine (-a) ko-
yarsak, a’y1 iceren terimler, eger a tek dereceli bir iisse sahipse negatif isarete ve eger
a ¢ift dereceli bir lisse sahipse pozitif igsarete sahip olacaktir, yani:

(x - a)n =x"—nx""a +(ij”_2a2 —..(=D* [ij”_kak +.+ (=" (

Ornek 2. (y + 2)” kuvvetinin acilimidaki ticiincii terimi bulunuz.
Coziim. X =Yy, a=2 ve n =7 i¢in, binom formiiliinden

7 .
[ jy7-2-2zzﬂy5-4:84y5.o

n n—1 n_n
. xa" +(-1)"a

e 2 2-1
elde edilir.
1
Binom katsayilari, Pascal ii¢geni ad 1 1
verilen bir tiggende gorsel olarak temsil I 2 1
edilebilir. Icinde, birler harig¢ her say1, he- 1 3 3 1
men Ustiindeki sayilarin sol ve saginda- 1 4 6 4 1
ki sayilarin toplamidir. Bu aslinda Pascal L5 10 10 5 1
kuralidir. I 6 15 20 15 6 1

Binom formiiliinde X = a = 1 koyarsak sunu elde ederiz:

2= (1+1y (OJ[J@@( JU

k elemanli kiimelerin kombinasyonlarinin sayisinin, n elemanli bir kiimenin tiim K ele-
manl1 alt kiimelerinin sayist oldugunu bildigimiz i¢in, 6nceki esitlige gore, n elemanh
bir kiimenin 27 alt kiimesi oldugu sonucuna variriz.
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Ahstirmalar

Asagidakileri binom formiilii kullanarak aginiz:
1. (3+2x). 2. (a+b-c). 3. (1-2y)".

4. (3x+1)’. 5. (Va+yy) - 6. (Yx-1).

7
7. (x - %j kuvvetinin agilimindaki besinci terimi bulunuz.

5.5. Klasik Olasihik

Olasilik teorisi, sans oyunlariyla ilgili problemleri inceleyerek, ortaya ¢ikan mate-
matigin nispeten gen¢ bir dalidir. Matematik cercevesinde ortaya ¢ikmasina ragmen,
olasilik teorisi ger¢ek onayini, ortaya ¢ikmast, varligi ve iliskileri dnceden kesin olarak
belirlenmemis ve zaman ve mekanda degismez olmayan ¢esitli olaylarin ve bunlarin
iliskilerinin arastirilmasinda istatistik ¢ergevesinde almuistir.

Olasilik teorisinde ve 6zellikle uygulamasinda deney ve olay kavramlari temel kav-
ramlardir. Bu terimlerin ne anlama geldigini agiklamak i¢in birka¢ 6rnegi inceleyecegiz.

Ornek 1. Bir madeni paray1 havaya atarsak, bir diizleme diistiikten sonra {ist tara-
finda “yaz1” veya “tura” goriinecektir. Paray1 bir diizleme atarak ve diisiirerek, sonucu
su sonuglardan biri olabilen bir “deney” gerceklestirmis oluruz:

a) paranin iist tarafinda “yaz1” goriinddi,

b) paranin iist tarafinda “tura” goriindii.

Ornek 2. Bir diizleme (masaya) iki zar atma “deneyini” inceleyelim. Bu deneyin
sonucunu nasil tanimlayabiliriz? Zarlar1 numaralandirirsak, birini birinci (veya 6rnegin
kirmizi renkte boyanmis) ve digerini ikinci (mavi renkte boyanmis) olarak saymakla,
bir yol belirtmis oluyoruz. Her birinin {ist tarafinda goriinen nokta sayisini yazariz. Bu
anlamda, her sonug, yani sonug, (X, y) sirali ¢ifti olarak temsil edilebilir, burada x birinci
zarda goriinen nokta sayis1 ve y ikinci zarda goriinen nokta sayisidir.

Bu sekilde, deneyin tiim olas1 sonuglari su kiime ile tanimlanabilir:

Q={(x.»)

x,ye{1,2,3,4,5,6}}.0

Yani, cesitli olaylart incelerken, belirli bir kosullar kiimesinin (madeni para atma,
zar atma vb.) ger¢ceklesmesini gézlemleyebiliriz. Deney olarak, belirli bir kosullar kii-
mesinin bir ger¢eklesmesini anlayacagiz.
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Birden fazla sonu¢ miimkiin oldugunda ve bu sonuglardan hangisinin gergeklesece-
gini 6nceden belirleyemedigimizde, deneye rastgele deney diyoruz.
Olasilik teorisinin ¢alisma konusu, asagidaki kosullari saglayan deneylerdir:
» ayni kosullar altinda sinirsiz sayida tekrarlama imkani1 (gercek veya soyut);
* deneyin gerceklestirilmesi sirasinda olasi sonuglarin (¢iktilarin) kiimesinin
Onceden bilinmesi;
* her deneyde olasi sonuglardan yalnizca birinin ger¢eklesebilmesi.
Ancak, gerceklesmesi veya sonucu kesin olarak belirlenmis yasalara gore elde edilen
deneyler de vardir. Bu tiir deneylere deterministik deneyler denir.

Ornek 3. Deterministik deney 6rnekleri, Newton’un mekanik yasasi ve Newton’un
evrensel ¢ekim yasasidir. Bu deneylere dayanarak, gecmiste olanlar aciklanabilir ve
gelecekte ne olacagi tahmin edilebilir.

Ornek 4. Ay veya Giines tutulmasinin gelecekte ne zaman gerceklesecegi ve geg-
miste ne zaman gergeklestigi hesaplamalarla belirlenebilir.

Her rastgele deneye, o deneyin tiim olast sonuglariin kiimesi olan bir Q kiimesi
atayabiliriz. Bu Q kiimesine temel olaylar kiimesi veya 6rneklem uzay denir ve her
elemanina temel olay veya 6rneklem nokta denir. Q kiimesinin her A alt kiimesine
rastgele olay veya sadece olay denir. Yani, Q kiimesi kesin olaydir, ¢iinkii deney ger-
ceklestirildiginde temel olaylardan biri her zaman gerceklesir. Bos kiime Q’nin bir alt
kiimesidir, ancak asla ger¢ceklesemez, bu nedenle bu imkansiz bir olaydi. Q2’nin her bos
olmayan alt kiimesi olasi bir olaydir. Birkac¢ 6rnek deney, karsilik gelen temel olaylar
uzay1 ve rastgele olaylari inceleyecegiz.

Ornek 5. Bir madeni paray1 havaya atma deneyinde, temel olaylar kiimesi Q = {Y,
T} dir, burada Y, “madeni paranin iist tarafinda yazi goriindii” olayini ve T, “madeni
paranin st tarafinda tura goriindii” olayini gosterir.

Ornek 6. Deney, bir madeni parayi iki kez havaya atmaktan olusur. Olaylari ince-
leyelim:

A: iki atista da yazi geldi,

B: iki atista da tura geldi,

C: ilk atista yaz1 ve ikinci atigta tura geldi,

D: ilk atista tura ve ikinci atista yazi geldi.

Bu deney i¢in temel olaylar kiimesi

Q={YY, TT, YT, TY} kiimesidir.
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A olayz, ilk ve ikinci atista yazinin geldigini, yani ilk ve ikinci atista sonucu tek olarak
belli bir sekilde belirledigini gdsterir. Ayni sey, sonucu ilk ve ikinci atista tek olarak belli
bir sekilde belirleyen B temel olay1 i¢in de gegerlidir.

Q 6rneklem uzay kiimesinin bu sekilde yazilmasiyla, ilk ve ikinci atislardaki sonuglar
tek olarak belli bir sekilde belirlenir. F = {YY, TT} olayi, her iki atigta da madeni paranin
ayni tarafinin geldigi rastgele olay1 tanimlar. G = {YT, TY} olay1 ise her iki atista da
madeni paranin farkli tarafinin geldigi rastgele olay1 tanimlar.

Ornek 7. Kenarlar1 1,2,3,4,5,6 sayilariyla isaretlenmis bir zar iki kez havaya atilir.
Orneklem uzay Q kiimesi asagidaki 36 sonugtan olusur:

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Yazilan sonuglarin 1, 2, 3, 4, 5, 6 elemanlarinin tekrarli 2. siif varyasyonlari oldu-
guna dikkat edin.

Ornek 8. 8’i beyaz ve 4’ii siyah olmak iizere n = 12 top igeren bir kutumuz oldugunu
varsayalim. Tiim toplarin esit oldugunu ve beyaz bir top ¢ekmek istedigimizi varsaya-
lim. Beyaz bir top ¢ekersek, bu olumlu bir olaydir, siyah bir top ¢ekersek, bu olumsuz
bir olaydir.

Verilen bir deneyde tiim temel olaylarin esit olasilikta oldugunu varsayacagiz.

Tanim. A olayinin gerceklesme olasiligi, olumlu 6rneklem (temel olaylarin) sayisi-
nin, o deney i¢in temel olaylar kiimesindeki tiim olas1 temel olaylarin sayisina oranidir.
Bu nedenle, A olaymnin gergeklesme olasiligin1 P(A) ile, olumlu temel olaylarin
sayisini m ile ve tiim olas1 temel olaylarin sayisini n ile gosterirsek, sunu elde ederiz:
m
P(A)=—.
(4)="
Ornek 8’deki beyaz bir top ¢ekme olay1 A igin P(A) = 8 = 2 oldugunu not etmek
kolaydr. 123

Ornek 9. Bir oyun zar1 havaya atildiginda, zarin iist tarafinda bes nokta goriinme
olasilig1 nedir?
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Coziim. Bu deneyde tiim temel olaylarin sayis1 n = 6’dir ve sadece bir tanesi olum-
ludur, yani m = 1’dir. A ile zarin iist tarafinda bes nokta goriinme olayini gosterirsek,

P(A)= % olur.

Ornek 10. Bir sans oyununda 500 kupon vardir ve bunlardan sadece 30’u &diil ka-
zanir. Qdiillii bir kupon kazanma olasilig1 nedir?

Coziim. Tim olas1 olaylar n = 500’diir, bunlardan 30’u olumlu olaylardir. Bu neden-

le, A olayinin olasilig1: 6diillii bir kupon kazanmaktir ve P(A) = % =0,06’dir.

Incelenen drneklerden, A’nin verilen bir deneyle ilgili bir olay olmast ve Q’nin temel
olaylar kiimesi olmas1 durumunda, her zaman 0 < P(A) < 1 oldugunu gorebiliriz.

Ayrica:

* P(P) =0, clinkii olay imkansizdr,

* P(Q) =1, ¢linkii Q kesin bir olaydir,

Ahstirma 1. Bir magazada 50 bardaktan %6’°sinda kiiciik bir kusur vardi. 6 bardak
satin alirsak, hi¢birinin kusurlu olmama olasilig1 nedir? Satin alinan 6 bardagin tama-
minin kusurlu olma olasilig1 var midir?

Coziim. 50 bardaktan 6 bardagin satin alinmasi, 50 elemanin 6. sinifl1 bir kombinas-
yonudur. Bu nedenle, 50 farkli bardaktan 6 bardagin secilebilecegi tiim olas1 yollarin
sayist sudur:

50-49-48-47-46-45
n:C506= P .

Bardaklarin %6’sinda kusur olduguna gore, 50 bardaktan 47°si kusursuzdur. O za-
man, A olaymin olumlu ger¢eklesme sayisi, yani segilen bardaklarin kusursuz olmasi,
47 elemanin 6. sinifli kombinasyonlarinin sayisina esittir, yani:

47-46-45-44-43-42
m:C476: ol .

Bu nedenle, 6 kusursuz bardak satin alma olasilig1 sudur:

P(A):ﬁ: 47-46-45-44-43-42 ~0,676.
n  50-49-48-47-46-45
Sadece ii¢ bardak kusurlu oldugundan, 6 kusurlu bardak satin almak imkansiz bir
olaydir, yani olasilig1 0’dur.

Ahstirmalar

1. Bir okulda 400 6grenci vardi. Bunlardan 48’1 tiim derslerden pek iyi basarili ve
1601 pek 1yi1 basarili, fakat tiim derslerden degil. Karsilasilacak ilk 6grencinin

A: tiim derslerden pek iyi basarili,

B: pek iyi basarili, fakat tiim derslerden degil

olma olasilig1 nedir?
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2. iki madeni para havaya atildiginda ikisinin de tura gelme olasilig1 nedir?
3. Iki zar atildiginda ikisinin de 6 gelme olasilig1 nedir?
4. 1ki zar atildiginda ikisinin de ayni say1 gelme olasiligi nedir?

5. 20’si erkek ve 10’u kiz olmak tizere 30 6grenciden olusan bir gruptan rastgele 5
ogrenci segilir. 5 erkek 6grencinin secilmesi olayinin ger¢eklesme olasiligl nedir?

6. “matematik” kelimesinden rastgele bir harf secilir. Segilen harfin:
a) “A” harfi,
b) “T” harfi,
c) sesli harf
olma olasilig1 nedir?

5.6. Kosullu Olasihk

iki olay A ve B verilmis olsun. Olaylarla ilgili birkag islem inceleyecegiz:
Tanim. A ve B olaylarimin ¢arpimi, hem A hem de B olaylarinin gerceklestigi zaman
ve sadece o zaman ger¢eklesen olaydir.

A ve B’nin elemanter olay kiimelerinin kesisimine ait tiim elemanter olaylar1 iceren
olaydir. A ve B olaylarinin carpimi AB ile gosterilir.

iki olay ayni1 anda gerceklesemezse onlara ayrik olaylar denir. Bunlarin ¢arprmi
imkansiz bir olaydir, yani AB = @ ve P(AB) = 0’dur.

Tanmim. A ve B olaylarinin toplami, A veya B olaylarindan en az birinin gerceklestigi
zaman ve sadece o zaman gergeklesen olaydir.

A ve B’nin elemanter olay kiimelerinin birlesimine ait tiim elemanter olaylar1 igeren
olaydir. A ve B olaylarinin toplam1 A + B ile gosterilir.
Toplamin olasilig1 su formiille hesaplanir:

P(A + B)=P(A) + P(B) - P(AB)
A ve B olaylar ayrik ise, P(A + B) = P(A) + P(B)’dir.

Ornek 1. Deney bir zar atmaktir. Su olaylar1 inceleyelim:

A: zarin {ist tarafinda en az {i¢ nokta goriindii

B: zarin {ist tarafinda c¢ift sayida nokta goriindii

A ve B olaylarinin ¢arpimini ve toplamini belirtelim.

Coziim. Q= {1,2,3,4,5,6} ornek uzay kiimesi, A= {3,4,5,6} ve B=1{2,4, 6}
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olaylardir. O halde AB = {4, 6} dir, A+ B = {2, 3,4, 5, 6} dir. Yani A ve B ayrik
olaylar degildir, dolayisiyla
P(A4+B)=P(A4)+P(B)-P(4B)=

o NN
+
| W
N o

:%, bu da dogrudan hesaplanan

P(4+B)= % degere denktir.

Tanim. A olayimin tersi olayl, yalnizca A olay1 gergeklesmediginde gergeklesen
olaydir.

Bu olay, Q 6rneklem uzay kiimesine gére A olaymin 6rneklem kiimesinin biitiinleyi-
cisidir ve A4 ile gosterilir. Ayrica Ad=D, A+ A=Qve P(Z =1-P(A).

A olayinin B olayimin ger¢eklesmesinden sonra gerceklestigi, yani A olayinin B ola-
yindan kosullu oldugu bir durumu inceleyelim.

Tanim. A olaymninn B ye bagh kosullu olasiigi, B olay1 zaten gergeklestiginde A
olayinin olasiligidir ve P(A|B) ile gosterilir.

B olaymin ger¢eklesmesi kosuluyla A olayinin kosullu olasilig1 su formiille hesap-
lanir:

P(4|B)= % burada P(B) > 0 dir.

Bu formiilden, kosullu olasilik bilindiginde A ve B olaylarinin ¢arpiminin olasiligi
i¢in P(AB) = P(A|B)- P(B) formiiliinii elde ederiz.

Ornek 2. Deney bir zar atmaktir. 5’ten biiyiik olmayan bir nokta say1s1 goriindiigii
biliniyorsa, tek sayida nokta goriinme olasiligini belirleyiniz.

Coziim. Once 6devdeki olaylari gosterelim. A olayi tek sayida nokta goriinmesi ve
5

B olay1 5’ten biiyiik olmayan bir nokta sayis1 gériinmesi olsun. O zaman P( B) =Zve
6
P(A B) = % = %, dir, ¢iinkii AB olay1 5’ten biiyiik olmayan tek sayida nokta goriinmesi
1
P(A4AB) »
olayidir. Bu nedenle, kosullu olasilik P(A | B ) = M =2 é’tir.
P(B) 3 5
6

Alstirma 1. Bir kutuda 4 mavi ve 7 kirmizi top var. Kutudan art arda iki top ¢ekiliyor,
geri konulmadan. Cekilen iki topun:

a) mavi olmasi

b) kirmiz1 olmast

¢) farkli renklerde olmasi olasiligini belirtiniz.
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Coziim. a) Olaylar1 su sekilde isaretleyelim:

A:: 11k gekilen top mavi, As: Ikinci ¢ekilen top mavi.

AiA: olaymin olasiligini, yani P (AIAZ) - P(Al)-P (A2 | Al) degerini bulmamiz ge-
rekiyor. 4
Bu esitlikte P(A1 ) T degerini yerine koyarsak, ¢iinkii ilk ¢ekilen top mavi ise kutu-

da 10 top kalir ve bunlardan 3’ mavidir, o zaman P( 4, | 4,) = % dir. O halde P (AlAz)

. 4 3 6 o
icin P( 4,4, ) =—-—=— elde edilir.
cin P(4h) = 10 55
b) A, ve Az olaylari sirasiyla kirmizi top gekme olaylarim temsil edecek sekilde benzer
sekilde tanimlanirsa, P( A Az) = % . % = 21 elde ederiz.

¢) Bu durumda, ilk ¢ekilen top kirmizi ise ikinci ¢ekilen topun mavi olmasi ve tersi
durumlarin olasiliklariin toplamini bulmamiz gerekiyor. Olaylar1 su sekilde tanimla-
yalim:

Au: Tlk gekilen top mavi, Ax: Ikinci gekilen top mavi. O zaman ters olaylar 4: Ilk
cevkilen top mavi degil, yani kirmizi, ve 4,: Ikinci ¢ekilen top mavi degil, yani kirmi-
zidur. AIA_2 ve ZAz olaylarmin olasiliklarinin toplamini bulmamiz gerekiyor. Kosullu
olasilik formiiliinii kul

P44y )+ P(A44,)=P(4,)-P(4 | 4,)+P(4) P(4 | 4)=

_ 1.4 47 5,28 28
11 10 11 10 110 55

Ahstirmalar

1. 5 yesil ve 3 sar1 top igeren bir kutudan art arda iki top ¢ekiliyor. Asagidaki olayin
olma olasiligin1 belirtiniz:

a) Ikinci gekilen top sari

b) 11k ¢ekilen top yesil oldugu bilindiginde ikinci gekilen topun sar1 olmasi

2. 7 ile boliinebildigi bilindiginde, ilk otuz dogal sayidan bir tek say1 segme olasiligi
nedir?

3. Deney bir zar atmaktan olusur. 3’ten biiylik olmayan bir say1 goriindiigii bilindi-
ginde, ¢ift sayida nokta goriinme olasiligini belirleyin.

4. 52 kartlik bir desteden geri konulmadan iki kart ¢ekilir. Cekilen iki kartin da onlu
olma olasiligin1 belirtiniz.
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5.7. Olaylarin Bagimsizhigi. Toplu Olasihik

Bazi deneylerin ve onlarla iligkili olaylarin incelenmesi, yeni kavramlarin olusturul-
masina yol agar.

Ornek 1. Deney iki zar atmaktan olusur. Olaylar1 inceleyelim:

A: 1lk zarmn iist tarafinda cift say1 goriindii ve B: Ikinci zarin iist tarafinda tek say1
goriindii.

A olaymin ger¢eklesmesinin B olayinin gerceklesmesine bagli olmadig agiktir.

Tamim. A olay1, B olayinin gergeklesmesi A olayinin olasiligini etkilemiyorsa, yani
P(A|B) = P(A) ise A olay1 B olayindan bagimsizdir denir..

A, B’den bagimsiz olsun. O zaman

P(B4)- P(4B) _P(4|B)-P(B) _P(4) P(B) _p(B).
P(4) P(4) P(4)

Bu, B olaymin A olayindan bagimsiz oldugu anlamina gelir, dolayisiyla A ve B ba-
gimsiz olaylardir.

A ve B bagimsiz olaylar ise, P(AB) =P (A) -P (B) esitligi gecerlidir.

Ters yonde de dogrudur, yani P(A4B)=P(A)-P(B)ise, A ve B bagimsiz olaylardr.

Ornek 1’de olaylarin bagimsizlig1 aciktir, ancak bazen sezgi nedeniyle olaylarin
bagimsizligi hakkinda yanlis bir sonuca varabiliriz.

Ornek 2. Deney 52 kartlik bir desteden bir kart cekmekten olusur. Olaylar1 incele-
yelim:

A: Cekilen kart onlu ve B: Cekilen kart siyah.

A ve B olaylar1 bagimsiz midir?

Coziim. Sezgisel olarak, onlu kartlarin arasinda siyah kartlar oldugunu ve tersine
siyah kartlarin arasinda onlular oldugunu biliyoruz. Bu nedenle, olaylarin bagimsiz
olmadigini diisiinebiliriz.

4 1

2 137

P (AB) = P(A) . P(B ) yani A ve B olaylar1 bagimsizdir.

Ornek 3. Bir kutuda 3 beyaz ve 7 siyah top ve digerinde 4 beyaz ve 3 siyah top vardir.
Her kutunun se¢ilme olasilig1 aynidir. Sunlarin olasiligini belirleyin:

a) Rastgele secilen bir kutudan bir beyaz top ¢ekildi

b) Beyaz bir top ¢ekildigi biliniyorsa, top ¢ekme isleminin ilk kutudan yapilmistir.

Simdiye kadarki tiim 6rneklerde bir kutudan top ¢ektik, ancak simdi esit olasilikla
secilebilecek iki kutumuz var. Bu tamamen farkli bir durumdur ve hesaplama i¢in farkl
bir prosediir veya formiil gerektirir.

AL A, ..., Apolaylardirve A + Ao+ ...+ 4, =Q, 44, = 0,1 #] icini, j € {1,2,....,n}
olsun. O zaman herhangi bir B < Q) olay1 i¢in:

P(B) =% =%Ve P(4B) =% :% dir. Bu nedenle,

Agikga P(A)
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P(B)=P(4)-P(B|4)+P(4,)-P(B|4)+..+P(4,)-P(B|4,).

Bu formiile toplu olasilik formiilii denir.

Simdi Ornek 3’te sunu isaretleyelim:

A:: 11k kutu secildi, Az: ikinci kutu secildi, o zaman A1A> = @ ve 4, + 4, =Q ve

P(4)=P(4,) =%‘dir.
a) B olayini1 beyaz bir top ¢ekilmis olarak isaretlersek, o zaman
4
P(B| 4)= % ve P(B| 4,)= 7‘dir, bu nedenle toplu olasilik formiiliine gore sunu
elde ederiz:
13,14

(B)=335%3' 77140
210 2 7 140

b) Burada P(A:|B)’yi hesaplamamiz gerekir, yani

P(Al | B) — P(AIB) — P(Al)'P(B | Al), bu nedenle a)’dan elde edilen P(B) degerini

P(B) P(B)
yerine koyarsak sunu elde ederiz:
13
P(4,18)=210 =2 ¢4 editic
! 61 61 '
140

Ahstirmalar

1. P(4) :%, P(A+B)= % ve P(B) = p oldugu bilinmektedir.

a) A ve B olaylar1 ayrik olaylar ise p degerini belirtiniz.

b) A ve B olaylar1 bagimsiz olaylar ise p degerini belirtiniz.

2. Deney ii¢ madeni paray1 havaya atmaktan olugur. Olaylar sunlardir: A: {ist tarafta
ii¢ tura veya li¢ yazi goriindii, B: {ist tarafta en az iki yaz1 goriindii ve C: {ist tarafta en
fazla iki tura goriindii. Hangi olay ¢iftleri bagimsizdir?

3. Ug kutu verilmistir. Ilk kutuda 5 beyaz ve 3 siyah top, ikinci kutuda 4 beyaz ve 4
siyah top ve ti¢lincii kutuda sadece 8 beyaz top vardir. Rastgele bir kutu secilir ve ondan
bir top ¢ekilir. Cekilen topun siyah olma olasiligini belirtiniz.

PEKISTIRME ALISTIRMALARI

1. 2,3, 4,5, 6 elemanlarindan olusturulabilecek tiim permiitasyonlardan kag tanesi
3 ile baslar?
2. 0,2,4,6, 8,9 rakamlarindan kag farkli alt1 basamakli say1 olusturulabilir?
3. 1,2,3,4,5, 6, 7 elemanlarinin ka¢ permiitasyonu su sekilde baslar:
a) 4 b) 234 c) 1234.
3, 3,5, 7,9 rakamlarindan kag bes basamakli say1 yazilabilir?
1,2,2,2,2,3,3, 3,4, 4, 4 elemanlarinin kag permiitasyonu su sekilde baglar:
a) 33 b) 212 c) 1234.

4.
5.
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KOMBINASYONLUK VE OLASILIK

6. ikinci smifl1 tekrarsiz varyasyonlarin sayisi 30 ise, kag farkli eleman vardir?

7. n elemandan tglincii sinifl1 tekrarli varyasyonlarin sayisi, ayni sayidaki eleman-
larin tigiincii sinifl1 tekrarsiz varyasyonlarinin sayisindan 96 fazladir. Eleman sayisini
belirleyiniz.

8. V> : (V' + V) = 6 esitliginin dogrulugunu kontrol ediniz.

9. (C75 + Cg3 — C64) : C53 =9 esitliginin dogrulugunu kontrol ediniz.

10. 1,2, 3,4,5, 6,7 elemanlarinin besinci siifli tekrarli kombinasyonlarinin
sayisini bulunuz.

11. ikinci smifl tekrarli kombinasyonlarin toplam sayisi1 15 ise kag farkli eleman
vardw?_ |

12. C7 —C3 —Cs =169 esitliginin dogrulugunu kontrol edin.

13. Verilenlerden n eleman sayisini bulunuz:

a) C,> =55 b) 3C,.,° =10C,°.

14. Ugiincii sinifl1 tekrarsiz kombinasyonlarin sayisi, ayn1 sayidaki elemanlarin
ticiincii sinifl1 tekrarli kombinasyonlarinin sayisina gore orani 2:7 dir. Eleman sayisini
bulunuz.

15. Binomlar: genisletin: p 5 2\
a) (3x+2)° b) (5a+3b)’ c) (T 2x j ¢) [Cﬂ +b3 ] .

16. Sunlar1 bulunuz:

a) (\/g ~2\3 )" binomunun genislemesindeki {igtincii terim,

2 2 12
b) (% + 53LJ binomunun acilimindaki yedinci terimi.
a X

17. “matematika” kelimesindeki harfleri 10 kiip {lizerine sirayla yazilmistir. 3 kiip
rastgele segilir ve bir dizi halinde siralanir. Harflerin tekrar edebilecegi ii¢ harfli keli-
meler elde edilir. Temel olaylar kiimesini yaziniz.

a) Temel olaylar kiimesinin kag¢ eleman1 vardir?

b) Elde edilen kelimelerde harf tekrar1 olmamasi olay1 kag temel olay vardir?

18. Bir masa lizerine bir zar, 1 denarlik ve 5 denarlik madeni para atiliyor. Ondan
sonra elde edilen siraya gore nesnelerin iist ylizlerindeki sonuglar kaydedilir. Temel
olaylar kiimesinin asagidaki olaylara ait alt kiimelerini yaziniz:

a) Tiim nesnelerde tek say1 degeri,

b) Tiim nesnelerin degerlerinin toplami 3’e boliinebilir ancak ¢ift degil,

¢) Zarin degeri, madeni paralarin degerlerinin aritmetik ortalamasina esittir.

19. Kapal1 bir kapta 5 beyaz, 10 siyah ve 25 kirmizi top vardi. Bir top ¢ekilir. Cekilen
topun olasiligini bulunuz:

A,: beyaz top,

A,: siyah top.
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Moduler Birim 5

Az: kirmizi top.
20. Bir oyun zar atildiginda asagidakilerin gelme olasilig1 nedir:
a) li¢ nokta,
b) ii¢ noktadan fazla.
21.3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12 sayilarindan rastgele bir say1 secilir. Se¢ilen sayinin
olasilig1 nedir:
a) ¢ift sayz,
b) 3 ile boliinebilir say,
c) tek olan ve 3 ile boliinebilir say1.
22. Kapali bir kapta 1, 2, 3, 4, 5 ile numaralandirilmis 5 6zdes top vardir. Bunlardan
rastgele 3 tanesi ¢ekilir. Cekilen toplarin olasiligi nedir:
a) 1, 2, 3 numaral top,
b) i¢lerinden birinin 4 numarali top olmasi.
23. Deney, bir madeni paranin iki kez havaya atilmasindan olusur. Olaylar sunlardir:
A: ilk atigta tura geldi, B: ikinci atista tura geldi ve C: tura tam olarak bir kez geldi.
Hangi olay ciftleri bagimsizdir?
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Cevaplar ve tavsiyeler

CEVAPLAR VE TAVSIYELER

Modiiler Birim 1

1.1

1. a) Evet, b) Hayrr, ¢) Evet, ¢) Evet.

2. a) D, =R, ¥V, = R ", fonksiyonun grafigi X -ekseninin tizerinde siirekli bir ¢izgidir,
y eksenini (0, 1) noktasinda keser ve 3 > 1 oldugundan fonksiyon artandir.

b) D, =R, V, = R", fonksiyonun grafigi x- ekseninin tizerinde stirekli bir ¢izgidir,
y eksenini (0, 1) noktasinda keser ve 1 <1oldugundan fonksiyon azalandir.

¢) D, =R, ¥, =R", fonksiyonun grafigi X ekseninin lizerinde siirekli bir ¢izgidir, y
eksenini (0, 1) noktasinda keser ve 5.2 > 1 oldugundan fonksiyon artandir.

¢) D, =R, 7V, = R", fonksiyonun grafigi x -ekseninin tizerinde siirekli bir ¢izgidir, y
eksenini (0, 1) noktasinda keser ve 0.4 < 1 oldugundan fonksiyon azalandir.

3.a)D,=R.,b)D,=R,¢) D, =R {0}, ¢) D, =[0,+).

4. a) Fonksiyon artandir, b) Fonksiyon azalandir, ¢) Fonksiyon azalandir, ¢) Fonk-
siyon azalandir.

5.a)x>y, b)x<y.

1.3

L a)x=-3, b)x=0, c)x=8.

2. a)x=8,  b)x=2, ox=-15. d)xi=-1vex:=4.
3a)yx=0vexa=1, b)X=-1vexe=5, &)xi=0vex,=—, ¢)xi=-1vexa=2.

4

Tekrarlama Alistirmalari

3 2
3.a) x=y,b) x>y, ¢)x<y. 4.a)a*, b)a’. 5 x=8 6.x=2. 7. x=-15.

8. x=1. 9. x=1. 10. 4. 11 x, =1, x, =—1, x, =~/2, x, =—/2.

Modiiler Birim 2
2.1
I 4 1
Ifade log216=3 | log, =2 log 49=4 | log,(b+2)=5 logys 5=
logarit !
ogaritma —
° 3 2 4 5 2
logaritmanin
tabani 6 X V72, a 25
- 4
logaritmasi aranilan —
216 9 49 b+2 5

2. a)—2,b)2,c)%,c)—%. 3.2) x=3.b) x=6,¢) x=1,¢) 5. 4.2) 2,b) 0.

5.2) 1,b)30. 6. x e (—00,0) U (1,+o0).
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Cevaplar ve tavsiyelerv

2.2,
1. a) log3ab =log3+loga+logh, b) loga’hc’ =2loga+logh+5loge,

c) logg—b =log+logh—log2—logc, ¢) log2(a—b)=1log2+Ilog(a—b),
c

d) logbziz:%loga—log(b2 -c?), e) logxlag/b—2 =%loga+%logb.
—c

8 B3 46
2.a)x:10, b)ng’ c)x:T, c)x:43_4

3. 2) 0,60; 0,78; 0,90; 0,96; b) 1,08; 1,20; 1,26 . 4.a) -3, b) 3, ¢) -1, ¢) —1.

2.3.
log;5 log, 4

1. Tavsiye: a) logy7-log,5-logs4+1=1log,7-

9

log,7 logy5
1 logs6 logs7

1
b) log. 2-log, 3-log. 4-log, 5-log, 6-log, 7 =log,2-——-log. 4-
g3 g4 gs 125 27 25 g3 log, 4 gs log; 6 log;7 log,8

2.8. 3.a) —%,b)—l& c) J5. 4. log, a =log =-log, a.

L a
) ;
24.

1. a) Evet, b) Hayir, ¢) Hayir, ¢) Hayir.

2.a) D,=R", ¥V, =R, fonksiyonun grafigi I. ve IV. dordiilden gegen siirekli bir
cizgidir ve x eksenini (1, 0) noktasinda keser. Fonksiyon monoton olarak artandir ¢linkii
5> 1dir.

b)D,=R", ¥V, =R, fonksiyonun grafigi I. ve I'V. dordiilden gecen stirekli bir ¢iz-
gidir ve x eksenini (1, 0) noktasinda keser. Fonksiyon monoton olarak azalandir ¢iinkii
0,3 < 1°dir.

) D, =R", ¥, = R, fonksiyonun grafigi . ve IV. dordiilden gegen stirekli bir ¢izgidir
ve x eksenini (1, 0) noktasinda keser. Fonksiyon monoton olarak azalandir ¢ilinkii 1/7
< I’dir.

3. a)R%, b) (-9, +e0), ¢) (4, +0), ¢) (-0, -1) - (0, +00), d) (-0, -1) - (-2/3, +0)

4. a) Monoton azalan, b) Monoton azalan, c¢) Monoton artan.

5. a) a, b) b.

2.5.

3. a) Pozitif,  b) Pozitif, c¢) Negatif, ¢) Negatif.

4. a)y>0icinx € (0,1), y<O0i¢inx € (1, 100).

b) y>0iginx € (-1, +o), y<0icinx € (-2,-1), ¢c)y>0icinx € (1,2),y<O0i¢in
X € (2, +00).

2.6.
1 2
1ox, =i%\/§. 2. x5 =4vex,=1. 3. x,=2. 4. x;=Tve x, =?6. 5. x, =J_r‘\*/;

6. x,=16. 7.4.
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Cevaplar ve tavsiyeler

Tekrarlama Ahstirmalar:

1.2) x=4, b)xzé, c)xzﬁ, ¢) 343, d)x=%, e) 19683, ) 3100, g) x=2,
5) 0,04.

2.a) log2+logx+logy, b) log3+2logx+3logy, ¢) 210gx+510gy+%10gz,
2 1 1 1
¢) Vbloga+3loge, d) log6+10gx+§10gy, e)E(logZ+logx)+z(3logx+510gy),
f) l(lo x+§10 )
5 g 1 g))

3.a) x=6, b) x=10, ¢) x=21, ¢) x=1125, d) ng
4.2) x=6,73, b) 0,00884, c¢) 76,296, ¢) x=42.
5.a) 2log, 5, b)

, ¢ —log, 5.
logﬁ3 m

1 X
6.a) —, b) Io ——. 7.2) 8, b)l.
)35 ) gzy/ijl ) )
1
9. a) xe[z;l—ooj, b) x e (—1,+®), ¢) xe(—0,-3)U(-1,+2), ¢) xe(—0,2)U(3,+0).
3
10. x;=1. 11. x, =5, 12. x,=25. 13. x, =1£+/3. 14. x,=7. 15. X = vex, =10,

1
16. x=—. 17. x1=§V6x2=3. 18. x, =1vex, =10.
12 4

Modiiler Birim 3
3.1.
1. a) 277[, b) —377[, B) 0.2.a) 135°, b) —157,5°, c)(@j .3.a) 20°+3-360°,
T

~320°+(~1)-360°, c)—%+(—3)-27z’. 4. —60°+(~8)-360° = ~2940° .

3.2.
1. a) 11 dordiil, b) I dordiil, ¢) 1T dorddl. 2.
V4 V4 2 b4 T 4r S 117z
6 3 3 | 6 6 | 3 | 3 | 6
o |1 | 5 | W3 | L | L | 5| 5| L
2 2 2 2 2 2 2 2
cosa | 5 | L | L | | B L] L | B
2 2 2 2 2 2 2 2
g 3 V3| B 3| A3 NEREN L) V3
3 3 | 3 3
T | 5 | B | B B | B | B BB
3 3 3 3
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Cevaplar ve tavsiyelerv

V4 V4 2 Sr T 4 Sz 117z

6 | 3 | 3| 6| 6 | 3 | 3 | 6

sina 1 NE) NE) 1 1 3 3 1
S el Ml B A Bl il B

o |5 | L | L | B B L] LB
2 2 2 2 2 2 2 2

tga BB BB G| B BB
3 3 | 3 3
da | 5 | 5| B | B || B BB

3 | 3 3 | 3
3.3.

1. a) Negatif isaret, b) Pozitif isaret, ¢) Negatif isaret, ¢) Negatif isaret. 2. a) Negatif
isaret, b) Negatif isaret, ¢) Pozitif isaret. 3. a) [ veya III dordiil, b) III veya IV dordiil.

34.
1.a)o0, b)%.Z. a) ﬁ, b) —g, c)—%, ©) —g d)—l, e0, ﬂ—ﬁ,
3 . 3 3 3 3
g) _éa g)la h)\/g’ l)_g’ i)\/§-3. a) \/g b)_i 4. )__%’ b)_g’
N
4 2
3.5
1.a) 0,8, b)ﬁ 2. a) —i b)—§.3. a) 1, b)cos’a, ¢) —tgza.
5 3 15
4. cosa=—ﬂ,tga=—?,ctga=—%, b) sinazcosaz%, tgga=1,
3 3 4
B) sina=——,tga=——,ctga=——.5. 0.
) 58 18 3
3.7.
1. y=3sinx 2. y:—gsinx 3. y=sin3x
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Cevaplar ve tavsiyeler

) T . (4x 7
4. y=sin3x-1 5. y=sin| X+— 6. y=2sin| —+—
Y Y ( 4) Y (3 3J

y=sin3x—1

7. y=%cosx 8. y=cos3x+1 9. y:cos(x+§j—2.

VA
y =cos3x +I

3.8.
11 2 1 NE)
1. a) 7 b)E’ C)T’ ©)0.2.2a) cos2a, b)0, C)E’ 9)—7.
3y 3, by S3ETV2
23
3.9.
1. a) _@’ b) 11—9, ¢) —@, G)—E.Z. sing=ﬁ, cos£=—56 ,
169 169 119 120 2 8 2 8
1

g a =£, ctg a =4/7.3. a) sin40°, b) cos%, c) —Esina, ¢)tgl0°.

. 24 24
4.sin2q =—, cos2a=l, 1go =—, ctga=l. 5. a) 2sin50°,
5 25 7 24

b) cos40°—sin40°, ¢) 2¢c0s20°, ¢) cos18°.
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Cevaplar ve tavsiyelerv

3.10

1. 2cos2-1. 2. %(cos12a+0052a). 3. a) %(0052a+1), b) sina

(I1-cos2a).
5.a) 2sin30°cos10°, b)—2sin60°sin13°, ¢) 2cos30°cos10°.

3.11.

1. ¢dziimii yoktur 2. X, =%+2k7r,x2 =2T7[+2k7r, kel.

3. x, =%+2k7r,x1 =—%+2kﬂ, keZ.4. coziimi yoktur. 5. x=—%+k7r, keZ.

6. x=FrkmkeZ. T x="tkn. keZ.8 x=Frkr. keZ.9 x= " tkr.
6 6 4 90

keZ.10. -0,32+kx , keZ.11. x, =-0,41+2kn, x, =0,41+2k+)n, keZ.
12. x,=0,93+kx, x, =—0,93+2kx, ke Z

3.12
1. x, =%+2k7r,x2 =2T7[+2k7r, keZ. 2. x, =%+4k7r,x2 =377[+4k72,keZ.

3.x, =%+2k,x2 =—%+2k, keZ. 4.x =§+(2k+1)3n, X5 :g+6kn,keZ.

5. x, =%+2k7r,x2 =7?ﬁ+2kﬂ,keZ.6. X, =%+2kﬂ,x2 =2kr . kel.

7 2= T e 8 2K ke 9 x=Fikn. kel
8 2 3 2

10. :§+? keZ . 11. x—%ﬂ%’r keZ . 12. x= (2k+1)— kel

13. x—%+k7r keZ 14. x—?—;%kz—“ keZ 15 x=kr keZ.

16. x1=k7r,x2=§+2k7r, x3=—§+2k7r, kelZ. 17.x=i§+2k7z, kel.
V4 T
18.x1=1,1+k7z,x2=0,46+k72,keZ.19.x1=—€+2k7r,x2=?+2k7r,keZ.

Tekrarlama Alistirmalari
1. a) 3—”, 1z . 2.337°30". 3.a) cos42’, —sin35°, —sin 64°,
4 450
b) —co0s32°, —cos16”, cos48’, ¢) —tg 47, tg 62°, —tg 69°,
r) —ctg27°, ctg 26°, —ctg 36°. 4. a) —0,99027, b)—-0,34433, ¢)-0,93358,
r) 0,48773.5.a) 3,90951, b) —4,58268, 1,34622.

6. @) sin@-f=-=. b @ 0 @*6, O tglatH=-21,

2 . 12 5 12 5
te(a—pf)=—.7.2) sin2a=—, cos2a=——, te2a=——, ctg2aa=——,
g@=p=q- 72 13 N 50 8 12

_a 30 a 70 a 21 21 2042-27
b) sin—=——, coS—=——, g —=——, clga= , ©) .
2 1 2 10 2 7 3 45
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Cevaplar ve tavsiyeler

8. 2)2sin50°co0s12°, b) 2c0s34°c0s26°, ¢)2sin19°cos45°, ¢) —2sin48°sin26°.

10. a) x, =%+2k7z,x2 =5?7[+2k7z, k eZ b)x, =%+2k7z, X, =—§+2k7r,keZ
¢) x=%+k7t,keZ g)x=%+kﬂ,keZ
2r 2r T
d) x1=7+2k7z,x2=—7+2k7z,kez e)x:—€+k7r,keZ,
Sm 31z T T
f) x,=—+2kn,x, =—+2kn,keZ @) x,=—+2kn,x,=——+2kn,keZ
36 36 18 18
8) X :£+2k72',x2 :5—”+2k7z', keZ h)x, :£+2k7r,x2 =5—7z+2k7r,keZ
4 4 6 6
1) x1:£+2k7r,x2:—%+2k7r,kez
i) xl=2k7r,x2=(2k+l)ﬂ',x3=—%+2kﬂ,x4=7?ﬁ+2k7r,kez
i) X =k, x, :£+2k7r,keZ k) x,/, =i%+2k7r,x3 :%+2kﬁ,x4 =5?”+2k7r,keZ
) x =—£+2k7z,x2 =377T+2k7z, X, =—%+2k7z,x4 =’%T+2k7r,keZ
T 2r
m) xl/zziﬂ+2k7z,x3/4:i§+2k7r,keZ n) x1,2:T+2k7r,keZ
7 p/a
0) X, =7m+2kr,x,=—m+2krm, x, =?+2k7r,x4 =—?+2k7l',k€Z.

Modiiler birim 4

4.1.
1. a) II. dordiilde, b) II. dordiilde, c) I11. dordiilde, ¢) I. dordiilde, d) X ekseninde, €) y
ekseninde, f) X ekseninde, g) y ekseninde.
2. m,=lve m, =4, m, :5vemy =2.

4. a) d =~/82, b) d =4, ¢) d=35, ¢ d:3\/§. S.hayir. 6. y=11veyay=-1.
7. C(21,18).

4.2.

L SAB(4’_§]’ SBC(zal)a SAc(l,_%j. 2. 5

3.2) (5,%), b) (6,15—1} ¢) (-7,-3), ¢ (18,7) 5. 4(-2,-6), B(8,2), C(~6,10).

4.3.

1. P=21. 2.hayir.3.evet. 4. P=15. 5. P:%.

4.4.
1. Sadece P noktas1 dogruya aittir.2.a) y=x, b) y=—x, ¢) y=0.

3.a) k=2, m=-3,b) k=-1, m=3, ¢)k=0, m=-2, g:)k:\/g, m=0.
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Cevaplar ve tavsiyelerv

4. y=\/§x—%. 5 y=—x-1.

4.5.
1.a) 2x-3y-3=0, b) y+4=0, ¢) x—-3=0.
2.2) k=2, m=3, b)k=§, mzz, c) k=—§, m:—ﬁ. 3.(p=3—n, m=3.
2 2 8 3 4
5. A>0veB<0veyaAd<0ve B>0.
4.6.

3x+y+5=0. 2. x+y+3=0.

.a) 2x+y-11=0, b) x—y-10=0, ¢) 3x-2y-27=0.
.a) y+1=0, b)3x—y—-10=0, ¢) x—y—-4=0.

.a) x+y+1=0, b) x+2y+3=0, ¢) x-3y+7=0.

N A W -

4.7.
1. 2) k:-%, b) k=—5, ¢) k=0.2. Tx+5y—13=0. 3.hayir. 4. y=2x.
5.3x4+4y+16=0, 5x+y—-1=0, 2x—y—-1=0.

4.8.

la) 2+ % 1, 4 birim x —ekseninde, 6 birim y — ekseninde,

b) = +% =1, 1birim x — ekseninde, 1 birim y — ekseninde,

0) %Jr Yo 1 %birim x —ekseninde, 1 birim y — ekseninde.

2
2 k=L 3 18birim kare. 4. X+ 2 =1,
85 55

5.a) b=—a, b) b=a, c)b=—a\/§.

4.9.
1.¢), d) ve e) siklarindaki ¢oziim. 2. a) M =%, b) M =ﬁ, o)M= —%.
3.a) —%x+§y—2=0, b)%x+%y—3=0, c) %x+§y—%=0,
G)—%yﬁ%y—%:o, d)—§x+%y—2=0, e) xcos10° + ysin10° +4 =0.
4. a) \/’;‘_3x+\/f_3y—\/?_3=0, b)—\/;_6x+\/i_6y— 1;620’ C)%x+%y—%=0.
4.10

—Eved —i 4 —198 —99 Ve2
NN N ANTETORN O

5. x+y=T7+5J2. 6. 4x-3y+26=0ve 4x—3y+26=0.

1. dzg,haylr.Z. dz%' 3.d,
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Cevaplar ve tavsiyeler

4.11.
1.a) (1, 2) noktasinda kesisiyorlar, b) paraleldirler  ¢) ¢akisiktirlar.

2. A=4veB=2. 3. 5x-6y+28=0. 4. p= % 5.a), b), d) ve e) siklarindaki dogrular.
6. 5x+3y—-60=0.

4.12.

o

. x* 4y =25,
.a) S(=7,0), r=3, b) S(-6,8), r=6, ¢)S(3512), r=37, ¢)S(-30,-30), r=730.
_2s

T

[\

w

2
L (x+3) +(y+2) =13, 4. (w%) +(y-2)*

2 4 (1) = 3V (o) 6
.a) (x=2)"+(y-D"=25, b) (x+2) +(y+2] -

W

4.13.
1. 3,=1) ve (2,-2). 2. /90.

Tekrarlama Alistirmalari

[a—y

A2 +3+413). 2.2) M(7,1), b) M(14,1). 3. x:%. 4. 6x—y—5=0.

5. 7x+10y+29=0. 7. D(1,-5). 9.a)d=%, b)d=1.

10. x—3=0, x-3y-7=0, x+3y—13=0. 11. a) T(-4,0).
12.2) 3410, b) 10, ¢)15. 13. P=49. 14. 4x+3y-120=0, 48x+9y+72=0.

15. a) TG—;II], b)Pz%. 16. 3x+8y—-7=0ve8x—-3y+7=0.

3Y 3V 7Y
17. (x—2)2+(y+§) =6,25. 18. (x—;] +[y+§j = 533.

Modiiler birim 5

5.1
1. 120. 2. 720. 3. 120. 4. 2205 .
5.2.
1.210.2. 51, 3. V> =6720,Vs =85 =32768. 4. 7. 5. n=4.

5.3.
1.20. 2.5. 3.20. 4. n,=7,n, =2.5.38226

5.4.
1. 243+810x+1080x* + 720x> +240x* +32x° .

2. &’ +b° = +3a°b+3ab® —3a*c +3ac* - 3b*c +3bc* —6abc .
3. 1-12y+60y* —160y" +240y* —192)° +641°.

4. 243x° +405x* +270x° +90x? +15x +1.

32 12
Y

5.x% +4x +6xy+4x"22 470 6. XM —dx+6x*P —4xP 41, 7. §x3y4.
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5.5.
1 1 1 1 1
1.2a)0,12; b) 04; 2. —. 3. —. 4. —. 5. P~0,109. 6. a) b) —, ¢) —.
4 36 6 5772
5.6.
2 s L
56 56 2 3 221
5.7.
1. a) Limla P(4) 2 1P(B) ! 1P(C) A ve B bagimsizdir 4 ve B
—, — =—=—, =—=—, = — ve agimsi1zqair
12 g 4 ) ¢

Tekrarlama Ahstirmalari

1. 24. 2. 600.3.2) 720, b) 24, ©) 6.4. 12.5.2) 2520, b) 560, ¢) 210.
71
21 ! ! 16

6. n=6.7. n=6, 8 VS :(Vievy=—2___TL T8 _>56T ¢
6! 5! 645! 5l6+1) 547
21721

GG
5 3 4 — —
0. (C75+C;—C2):C3= :21-1-84 15:105 15:9.
5 10 10
3
—s 11 —4 —2 —3 10 4 7
10. C; = s =462.11. n=5. 12. C7—C3 Cs= 4 — 5 — 3 =169. 13. 4.

3/12

14.5.15. —+ N ¢ b*/_ 7

a a Cl (l

18. a) A={(LL5),(3,1,5),(515)}, b) B={(3,1,5).(4,G,5).(2,1,G),(3,G,G)}, ¢)
1 1 5 1 1 1 2 1

C={(3,1,5)}.19.2a) —, b)—, ¢©) =. 20. a)—, b)—. 21. a) —, b) =, ¢) —. 22
{( )} )8 )4 )8 6)2 2)5 )5

B 17, 2120 by 10,

1
o 23.Tiim olay giftleri.
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