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Ö N S Ö Z

Dört yıllık mesleki lise eğitimin üçüncü sınıflar için MATEMATİK ders kitabı, 
aynı adlı zorunlu dersin müfredatına uygun olarak yazılmıştır. Jeoloji-Madencilik ve 
Metalurji alanındaki öğrencilere, Jeoloji, Madencilik ve Metalurji sektörüne, İnşaat-
Jeodezi alanındaki öğrencilere, İnşaat ve Jeodezi sektörüne, Elektroteknik alanındaki 
öğrencilere, Elektroteknik sektörüne, Makine alanındaki öğrencilere, Makine sektörüne, 
Ulaşım alanındaki öğrencilere, Ulaşım, Nakliye ve Depolama sektörüne, Tekstil-Deri 
alanındaki öğrencilere, Tekstil, Deri ve Benzeri Ürünler sektörüne ve Kimya-Teknoloji 
alanındaki öğrencilere, Kimya ve Teknoloji sektörüne yöneliktir.

Yazarlar, öngörülen içeriği müfredatın uygulanmasına yönelik didaktik-metodik 
kılavuza uygun olarak işlemeye çalışmışlardır. Ders kitabı modüler olarak tasarlanmıştır 
ve beş modüler üniteden oluşmaktadır:

•	 Üstel Fonksiyon. Üstel Denklem
•	 Logaritmik Fonksiyon. Logaritmik Denklem
•	 Herhangi Açının Trigonometrik Fonksiyonları
•	 Düzlemde Analitik Geometri
•	 Kombinasyon ve Olasılık

Her bir ders konusu kapsamında, kural olarak çözülmüş örnekler ve çizimlerle 
gösterilen öngörülen içerikler işlenmiştir. Her ders ünitesinin sonunda, derste bağımsız 
çalışma veya ev ödevi için alıştırmalar verilmiştir, bu da dersin devamı niteliğindedir 
ve her ders konusunun sonunda materyalin tekrarı ve pekiştirilmesi için alıştırmalar 
bulunmaktadır. Alıştırmaların çözümleri ve cevapları ve yazarların seçimine göre, 
bazen bunların nasıl çözüleceğine dair talimatlar ders kitabının sonunda verilmiştir.

Bu kitabın öğrencilerin matematiği daha çok sevmelerine ve sırlarına erişmelerine 
katkıda bulunacağına inandıklarından ötürü, yazarlar içeriğin iyileştirilmesi için her 
türlü iyi niyetli eleştiri veya yorum için şimdiden minnettar olacaklardır. 

Haziran, 2021� Yazarlar





1. ÜSTEL FONKSİYON. ÜSTEL DENKLEM

1.1. Üstel Fonksiyonun Kavramı ve Temel Özellikleri

Üstel Fonksiyon Kavramı

Bu derste, reel üslü kuvvet kavramıyla yakından ilişkili olan üstel fonksiyon kav-
ramını tanıtacağız. Bu nedenle, başlangıçta reel üslü kuvvet kavramını hatırlayacak ve 
temel özelliklerini listeleyeceğiz.

Herhangi bir a > 0 reel sayısı ve herhangi bir x reel sayısı için, aˣ kuvveti tek olarak 
belli olacak şekilde tanımlanmış bir reel sayıdır. Aşağıdaki özellikler geçerlidir:

1° Her x reel sayısı için, ax > 0;
2° a0 = 1; 
3° Her x ve y reel sayısı için, ax ⋅ay = ax + y; 

4° Her x ve y reel sayısı için, ax

ay
 = ax–y ; 

5° Her x ve y reel sayısı için, a–x = 1
ax

; 

6° Her x ve y reel sayısı için, (ax)y = (ay)x = ax·y; 
7° Her x ve y reel sayısı için, (ab)x = axbx 

8° Her x ve y reel sayısı için, 
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1. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА.
ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА

1.1. Поим и основни својства на експоненцијална функција 

Поим за експоненцијална функција 

Во оваа лекција ќе го воведеме поимот за експоненцијална функција кој е 
тесно поврзан со поимот степен со реален показател. Од тие причини на почеток 
ќе се потсетиме на поимот степен со реален показател и ќе ги наведеме неговите 
основни својства.  

За секој реален број 0a >  и за секој реален број ,x  степенот xa  е едно-
значно определен реален број. Притоа важат следните својства:  

1°  0,xa >  за секој реален број x ; 
2° 0 1a = ;
3° ,x y x ya a a +⋅ =   за секои реални броеви x  и y ; 

4°  
y

x
x ya a

a
−=    за секои реални броеви x  и y ; 

5° 1 ,x
xa

a
− =   за секој реален број x ; 

6°  ( ) ( ) ,x y y x x ya a a ⋅= =   за секои реални броеви x  и y ; 
7° ( ) ,x x xab a b=  за секој реален број x ; 

8°  ,
x x

x
a a
b b

  = 
 

  за секој реален број x ; 

9°  Ако 1a >  и ,x y<  тогаш x ya a< ; 
10°  Ако 0 1a< < и ,x y<  тогаш x ya a> ;  
11° 1xa >  за 1,a >  0x > ; 
12° 1xa <  за 1,a > 0x < ; 
13°  1xa <  за 0 1,a< < 0x > ; 
14°  1xa >  за 0 1,a< < 0x < ; 
15°  За 0,a >  1,a ≠ 0A >  постои единствен реален број ,x  така што 
     .xa A=  

Фактот дека за секој реален број 0a >  и за секој реален број ,x  степенот 
xa  е еднозначно определен реален број овозможува воведување на нова класа 

реални функции. 

Дефиниција 1. Функција од облик ( ) ,xy f x a= =  каде што 0a >  и 1,a ≠  
се вика експоненцијална функција. 

; 

9° a >1 ve x < y ise, ax < ay; 
10° 0 < a <1 ve x < y ise, ax > ay; 
11° ax >1, a >1, x > 0 için; 
12° ax <1, a >1, x < 0 için; 
13° ax <1, 0 < a, x > 0 için; 
14° x > 0, 0 < a <1, x < 0için; 
15° a > 0, a ≠ 1, A > 0 için, ax = A olacak şekilde bir tek x reel sayısı vardır.
Herhangi bir a > 0 reel sayısı ve herhangi bir x reel sayısı için aˣ kuvvetinin benzersiz 

şekilde tanımlanmış bir reel sayı olması, yeni bir reel fonksiyon sınıfının tanıtılmasına 
olanak tanır.

Tanım 1. a > 0 ve a ≠ 1 olmak üzere, y = f (x) = ax biçimindeki fonksiyona, üstel 
fonksiyon denir.
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Modüler Birim 1

a ≠ 1 sınırlaması, a = 1 olduğunda f (x) = ax = 1x = 1 fonksiyonunun sabit fonksiyon 
olmasından kaynaklanmaktadır ve onu üstel fonksiyonlar sınıfına dahil etmeyeceğiz.

Örnek 1. 

Модуларна единица 1 
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Ограничување 1a ≠  во дефиницијата е потребно заради фактот дека при 
1a =  функцијата ( ) 1 1x xf x a= = =  е константната функција и неа нема да 

вклучиме во класата на експоненцијални функции.  

Пример 1. Функциите 2 ,xy =  1 ,
3

x

y  =  
 

0,25 ,xy =  ( )5
x

y =  се примери 

на експоненцијални  функции.♦ 

Задача 2. Кои од следниве функции: 

а) 3y x=          б) 17xy +=         в)  
1

2 xy =           г) 4 xy −=
се експоненцијални? 

Решение. Експоненцијални се функциите под б), в) и г). ♦ 

Основни својства на експоненцијалната функција 

Со користење на дефиницијата за експоненцијална функција и својствата 
на степен со реален показател, доаѓаме до следните својства на експоненцијал-
ната функција.   

• За 0a >  и 1,a ≠  степенот xa  е дефиниран за секоја вредност на x .
Според тоа, дефинициона област fD  на експоненцијалата функција е множест-
вото реални броеви, односно fD =  .  

• Од својствата 10 и 150 за степен со реален показател, следува дека мно-
жеството вредности на експоненцијалната функција се состои од сите позитив-
ни реални броеви, односно fV +=  .  

• Исто така, од својствата 10 и 150  може да  заклучиме дека графикот на
секоја експоненцијална функција xy a=  е непрекината линија над x − оската. 

• Бидејќи 0 1a =  за секое 0,a >  графикот на експоненцијалната функција
ја сече y −оската во точката (0,1).   

• Од својствата 90 и 100 имаме дека за 1a >  ако 1 2 ,x x<  тогаш 1 2x xa a<  и

за 0 1a< <  ако 1 2x x<  тогаш 1 2 .x xa a>  Тоа значи дека функцијата xy a=  е 

монотона. Поточно, за 1a >  имаме дека функцијата xy a=  е монотоно растечка 
на множеството реални броеви, додека за 0 1a< <  функцијата xy a=  е моното-
но опаѓачка на множеството реални броеви.  

Пример 3. Да ги искажеме својствата на функцијата 2 .xy =  
Дефинициона област fD  на функцијата е множеството реални броеви, 

односно fD =  , додека множеството вредности на  функција се состои од сите 

позитивни реални броеви, односно fV +=  .  
Графикот на функцијата е непрекината линија над x − оската, и ја сече 

y −оската во точката (0,1).   
Бидејќи 2 1>  функцијата е растечка на множеството реални броеви. ♦ 

fonksiyonları üstel fonksiyonlara 
örnektir.

Alıştırma 2. Aşağıdaki fonksiyonlardan hangileri üsteldir?

а) y = x3		 b) y = 7x+1		  c) 

Модуларна единица 1 

6 

Ограничување 1a ≠  во дефиницијата е потребно заради фактот дека при 
1a =  функцијата ( ) 1 1x xf x a= = =  е константната функција и неа нема да 

вклучиме во класата на експоненцијални функции.  

Пример 1. Функциите 2 ,xy =  1 ,
3

x

y  =  
 

0,25 ,xy =  ( )5
x

y =  се примери 

на експоненцијални  функции.♦ 

Задача 2. Кои од следниве функции: 

а) 3y x=          б) 17xy +=         в)  
1

2 xy =           г) 4 xy −=
се експоненцијални? 

Решение. Експоненцијални се функциите под б), в) и г). ♦ 

Основни својства на експоненцијалната функција 

Со користење на дефиницијата за експоненцијална функција и својствата 
на степен со реален показател, доаѓаме до следните својства на експоненцијал-
ната функција.   

• За 0a >  и 1,a ≠  степенот xa  е дефиниран за секоја вредност на x .
Според тоа, дефинициона област fD  на експоненцијалата функција е множест-
вото реални броеви, односно fD =  .  

• Од својствата 10 и 150 за степен со реален показател, следува дека мно-
жеството вредности на експоненцијалната функција се состои од сите позитив-
ни реални броеви, односно fV +=  .  

• Исто така, од својствата 10 и 150  може да  заклучиме дека графикот на
секоја експоненцијална функција xy a=  е непрекината линија над x − оската. 

• Бидејќи 0 1a =  за секое 0,a >  графикот на експоненцијалната функција
ја сече y −оската во точката (0,1).   

• Од својствата 90 и 100 имаме дека за 1a >  ако 1 2 ,x x<  тогаш 1 2x xa a<  и

за 0 1a< <  ако 1 2x x<  тогаш 1 2 .x xa a>  Тоа значи дека функцијата xy a=  е 

монотона. Поточно, за 1a >  имаме дека функцијата xy a=  е монотоно растечка 
на множеството реални броеви, додека за 0 1a< <  функцијата xy a=  е моното-
но опаѓачка на множеството реални броеви.  

Пример 3. Да ги искажеме својствата на функцијата 2 .xy =  
Дефинициона област fD  на функцијата е множеството реални броеви, 

односно fD =  , додека множеството вредности на  функција се состои од сите 

позитивни реални броеви, односно fV +=  .  
Графикот на функцијата е непрекината линија над x − оската, и ја сече 

y −оската во точката (0,1).   
Бидејќи 2 1>  функцијата е растечка на множеството реални броеви. ♦ 

		  d) 
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Çözüm. b), c) ve d) altındaki fonksiyonlar üsteldir.

Üstel Fonksiyonun Temel Özellikleri

Üstel fonksiyonun tanımı ve reel üslü kuvvetin özelliklerini kullanarak, üstel fonk-
siyonun aşağıdaki özelliklerine ulaşırız.

• a > 0 ve a ≠ 1 için ax kuvveti x’in her değeri için tanımlıdır.
Bu nedenle, üstel fonksiyonun tanım kümesi Df reel sayılar kümesidir, yani Df = ℝ
• Reel üslü kuvvetin 1° ve 15° özelliklerinden, üstel fonksiyonun değer kümesinin 
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Fonksiyonun tanım kümesi Df reel sayılar kümesidir, yani Df = ℝ, fonksiyonun değer 

kümesi ise tüm pozitif reel sayılardan oluşur, yani Vf = ℝ+.
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2 > 1 olduğundan fonksiyon reel sayılar kümesinde artandır. 
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ÜSTEL FONKSİYON. ÜSTEL DENKLEM

Alıştırma 4. Aşağıdaki fonksiyonların tanım kümelerini bulunuz:

a) y = 2x+1 		  b) 
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Задача 4. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а)  12xy +=             б) 1
5

x

y  =  
 

           в)  
1

3xy =              г)  4 xy =    

Решение. а) Дефиниционата област е множеството реални броеви, однос-
но fD =  .  

б) Дефиниционата област е множеството реални броеви, односно fD =  .  

в) Дропката 1
x

 е дефинирана за сите реални броеви 0,x ≠  па според тоа 

fD =  \{0}.   
г) Квадратниот корен е дефиниран за ненегативни реални броеви, па спо-

ред тоа [0, ).fD = +∞  ♦ 
 
Задача 5. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

а)  3xy =             б) 1
2

x

y  =  
 

           в)  20,7xy +=              г)  3
2

x

y  =  
 

   

Решение. Функциите под а) и г) се монотоно растечки бидејќи основата на 
степенот е поголема од 1, додека функциите под б) и в) се монотоно опаѓачки 
бидејќи основата на степенот е реален број помеѓу 0 и 1. ♦ 

 
Задача 6. Кој од броевите е поголем во дадените неравенства, x  или y ? 

а) 0, 4 0,4x y>                        б) 1,4 1,4x y>  

Решение. а) Заради тоа што експоненцијалната функција 0,4x  монотоно 
опаѓа имаме дека 0,4 0,4x y>  кога .x y<  

б) Заради тоа што експоненцијалната функција 1,4x  монотоно расте имаме 
дека 1,4 1,4x y>  кога .x y>  

 
Задачи 
 
1. Кои од следниве функции  

а) 15xy −=          б) 3 2y x=        в)  
1

37 xy −=           г) 24 xy +=  
се експоненцијални? 

 
2. Искажи ги својствата на следните функции: 

а) 3xy =            б) 1
3

x

y  =  
 

                в)  5,2xy =           г) 0,4xy =  

 
3. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а) 23xy −=             б) 
11

3

x

y
+

 =  
 

           в) 
1

14 xy −=               г) 47 xy +=    

 
4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

		  c) 
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4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

Çözüm. a) Tanım kümesi reel sayılar kümesidir, yani Df = ℝ.

b) Tanım kümesi reel sayılar kümesidir, yani Df = ℝ.

c) 1
x

 kesri, x ≠ 0 olan tüm reel sayılar için tanımlıdır, bu nedenle Df = ℝ \ {0}.

ç) Karekök negatif olmayan reel sayılar için tanımlıdır, bu nedenle Df = [0,+∞).

Alıştırma 5. Aşağıdaki fonksiyonların monotonluğunu inceleyin:

а) y = 3x 		  b) 
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4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

		 c) y = 0,7x+2		 ç) 
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4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

Çözüm. a) ve ç) altındaki fonksiyonlar, üssün tabanı 1’den büyük olduğu için mo-
noton artandır, b) ve c) altındaki fonksiyonlar ise üssün tabanı 0 ile 1 arasında bir reel 
sayı olduğu için monoton azalandır.

Alıştırma 6. Verilen eşitsizliklerde hangi sayı daha büyüktür, x mi yoksa y mi?
а) 0,4	x > 0,4y				    b) 1,4 x > 1,4y 
Çözüm. a) 0, 4x üstel fonksiyonu monoton azalan olduğundan, 0,4	 x > 0,4y olduğun-

da x < y olur.
b) 1, 4x üstel fonksiyonu monoton artan olduğundan, 1,4x >1,4y olduğunda x > y olur.

Alıştırmalar

1. Aşağıdaki fonksiyonlardan hangileri üsteldir?

а) y = 5x–1		  b) 
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в) Дропката 1
x

 е дефинирана за сите реални броеви 0,x ≠  па според тоа 

fD =  \{0}.   
г) Квадратниот корен е дефиниран за ненегативни реални броеви, па спо-

ред тоа [0, ).fD = +∞  ♦ 
 
Задача 5. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

а)  3xy =             б) 1
2

x

y  =  
 

           в)  20,7xy +=              г)  3
2

x

y  =  
 

   

Решение. Функциите под а) и г) се монотоно растечки бидејќи основата на 
степенот е поголема од 1, додека функциите под б) и в) се монотоно опаѓачки 
бидејќи основата на степенот е реален број помеѓу 0 и 1. ♦ 

 
Задача 6. Кој од броевите е поголем во дадените неравенства, x  или y ? 

а) 0, 4 0,4x y>                        б) 1,4 1,4x y>  

Решение. а) Заради тоа што експоненцијалната функција 0,4x  монотоно 
опаѓа имаме дека 0,4 0,4x y>  кога .x y<  

б) Заради тоа што експоненцијалната функција 1,4x  монотоно расте имаме 
дека 1,4 1,4x y>  кога .x y>  

 
Задачи 
 
1. Кои од следниве функции  

а) 15xy −=          б) 3 2y x=        в)  
1

37 xy −=           г) 24 xy +=  
се експоненцијални? 

 
2. Искажи ги својствата на следните функции: 

а) 3xy =            б) 1
3

x

y  =  
 

                в)  5, 2xy =           г) 0,4xy =  

 
3. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а) 23xy −=             б) 
11

3

x

y
+

 =  
 

           в) 
1

14 xy −=               г) 47 xy +=    

 
4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

		  ç) 
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Задача 4. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а)  12xy +=             б) 1
5

x

y  =  
 

           в)  
1

3xy =              г)  4 xy =    

Решение. а) Дефиниционата област е множеството реални броеви, однос-
но fD =  .  

б) Дефиниционата област е множеството реални броеви, односно fD =  .  

в) Дропката 1
x

 е дефинирана за сите реални броеви 0,x ≠  па според тоа 

fD =  \{0}.   
г) Квадратниот корен е дефиниран за ненегативни реални броеви, па спо-

ред тоа [0, ).fD = +∞  ♦ 
 
Задача 5. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

а)  3xy =             б) 1
2

x

y  =  
 

           в)  20,7xy +=              г)  3
2

x

y  =  
 

   

Решение. Функциите под а) и г) се монотоно растечки бидејќи основата на 
степенот е поголема од 1, додека функциите под б) и в) се монотоно опаѓачки 
бидејќи основата на степенот е реален број помеѓу 0 и 1. ♦ 

 
Задача 6. Кој од броевите е поголем во дадените неравенства, x  или y ? 

а) 0, 4 0,4x y>                        б) 1,4 1,4x y>  

Решение. а) Заради тоа што експоненцијалната функција 0,4x  монотоно 
опаѓа имаме дека 0,4 0,4x y>  кога .x y<  

б) Заради тоа што експоненцијалната функција 1,4x  монотоно расте имаме 
дека 1,4 1,4x y>  кога .x y>  

 
Задачи 
 
1. Кои од следниве функции  

а) 15xy −=          б) 3 2y x=        в)  
1

37 xy −=           г) 24 xy +=  
се експоненцијални? 

 
2. Искажи ги својствата на следните функции: 

а) 3xy =            б) 1
3

x

y  =  
 

                в)  5,2xy =           г) 0, 4xy =  

 
3. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а) 23xy −=             б) 
11

3

x

y
+

 =  
 

           в) 
1

14 xy −=               г) 47 xy +=    

 
4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

2. Aşağıdaki fonksiyonların özelliklerini belirtin:

а) y = 3x			  b) 
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Задача 4. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а)  12xy +=             б) 1
5

x

y  =  
 

           в)  
1

3xy =              г)  4 xy =    

Решение. а) Дефиниционата област е множеството реални броеви, однос-
но fD =  .  

б) Дефиниционата област е множеството реални броеви, односно fD =  .  

в) Дропката 1
x

 е дефинирана за сите реални броеви 0,x ≠  па според тоа 

fD =  \{0}.   
г) Квадратниот корен е дефиниран за ненегативни реални броеви, па спо-

ред тоа [0, ).fD = +∞  ♦ 
 
Задача 5. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

а)  3xy =             б) 1
2

x

y  =  
 

           в)  20,7xy +=              г)  3
2

x

y  =  
 

   

Решение. Функциите под а) и г) се монотоно растечки бидејќи основата на 
степенот е поголема од 1, додека функциите под б) и в) се монотоно опаѓачки 
бидејќи основата на степенот е реален број помеѓу 0 и 1. ♦ 

 
Задача 6. Кој од броевите е поголем во дадените неравенства, x  или y ? 

а) 0, 4 0,4x y>                        б) 1,4 1,4x y>  

Решение. а) Заради тоа што експоненцијалната функција 0,4x  монотоно 
опаѓа имаме дека 0,4 0,4x y>  кога .x y<  

б) Заради тоа што експоненцијалната функција 1,4x  монотоно расте имаме 
дека 1,4 1,4x y>  кога .x y>  

 
Задачи 
 
1. Кои од следниве функции  

а) 15xy −=          б) 3 2y x=        в)  
1

37 xy −=           г) 24 xy +=  
се експоненцијални? 

 
2. Искажи ги својствата на следните функции: 

а) 3xy =            б) 1
3

x

y  =  
 

                в)  5, 2xy =           г) 0, 4xy =  

 
3. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а) 23xy −=             б) 
11

3

x

y
+

 =  
 

           в) 
1

14 xy −=               г) 47 xy +=    

 
4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

			  c) y = 5,2x		  ç) y = 0,4x

3. Aşağıdaki fonksiyonların tanım kümelerini bulunuz:

а) y = 3x–2		  b) 
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Задача 4. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а)  12xy +=             б) 1
5

x

y  =  
 

           в)  
1

3xy =              г)  4 xy =    

Решение. а) Дефиниционата област е множеството реални броеви, однос-
но fD =  .  

б) Дефиниционата област е множеството реални броеви, односно fD =  .  

в) Дропката 1
x

 е дефинирана за сите реални броеви 0,x ≠  па според тоа 

fD =  \{0}.   
г) Квадратниот корен е дефиниран за ненегативни реални броеви, па спо-

ред тоа [0, ).fD = +∞  ♦ 
 
Задача 5. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

а)  3xy =             б) 1
2

x

y  =  
 

           в)  20,7xy +=              г)  3
2

x

y  =  
 

   

Решение. Функциите под а) и г) се монотоно растечки бидејќи основата на 
степенот е поголема од 1, додека функциите под б) и в) се монотоно опаѓачки 
бидејќи основата на степенот е реален број помеѓу 0 и 1. ♦ 

 
Задача 6. Кој од броевите е поголем во дадените неравенства, x  или y ? 

а) 0, 4 0,4x y>                        б) 1,4 1,4x y>  

Решение. а) Заради тоа што експоненцијалната функција 0,4x  монотоно 
опаѓа имаме дека 0,4 0,4x y>  кога .x y<  

б) Заради тоа што експоненцијалната функција 1,4x  монотоно расте имаме 
дека 1,4 1,4x y>  кога .x y>  

 
Задачи 
 
1. Кои од следниве функции  

а) 15xy −=          б) 3 2y x=        в)  
1

37 xy −=           г) 24 xy +=  
се експоненцијални? 

 
2. Искажи ги својствата на следните функции: 

а) 3xy =            б) 1
3

x

y  =  
 

                в)  5, 2xy =           г) 0,4xy =  

 
3. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а) 23xy −=             б) 
11

3

x

y
+

 =  
 

           в) 
1

14 xy −=               г) 47 xy +=    

 
4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

		  c) 
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Задача 4. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а)  12xy +=             б) 1
5

x

y  =  
 

           в)  
1

3xy =              г)  4 xy =    

Решение. а) Дефиниционата област е множеството реални броеви, однос-
но fD =  .  

б) Дефиниционата област е множеството реални броеви, односно fD =  .  

в) Дропката 1
x

 е дефинирана за сите реални броеви 0,x ≠  па според тоа 

fD =  \{0}.   
г) Квадратниот корен е дефиниран за ненегативни реални броеви, па спо-

ред тоа [0, ).fD = +∞  ♦ 
 
Задача 5. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

а)  3xy =             б) 1
2

x

y  =  
 

           в)  20,7xy +=              г)  3
2

x

y  =  
 

   

Решение. Функциите под а) и г) се монотоно растечки бидејќи основата на 
степенот е поголема од 1, додека функциите под б) и в) се монотоно опаѓачки 
бидејќи основата на степенот е реален број помеѓу 0 и 1. ♦ 

 
Задача 6. Кој од броевите е поголем во дадените неравенства, x  или y ? 

а) 0, 4 0, 4x y>                        б) 1,4 1,4x y>  

Решение. а) Заради тоа што експоненцијалната функција 0,4x  монотоно 
опаѓа имаме дека 0,4 0,4x y>  кога .x y<  

б) Заради тоа што експоненцијалната функција 1,4x  монотоно расте имаме 
дека 1,4 1,4x y>  кога .x y>  

 
Задачи 
 
1. Кои од следниве функции  

а) 15xy −=          б) 3 2y x=        в)  
1

37 xy −=           г) 24 xy +=  
се експоненцијални? 

 
2. Искажи ги својствата на следните функции: 

а) 3xy =            б) 1
3

x

y  =  
 

                в)  5,2xy =           г) 0, 4xy =  

 
3. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а) 23xy −=             б) 
11

3

x

y
+

 =  
 

           в) 
1

14 xy −=               г) 47 xy +=    

 
4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

		  ç) 
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Задача 4. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а)  12xy +=             б) 1
5

x

y  =  
 

           в)  
1

3xy =              г)  4 xy =    

Решение. а) Дефиниционата област е множеството реални броеви, однос-
но fD =  .  

б) Дефиниционата област е множеството реални броеви, односно fD =  .  

в) Дропката 1
x

 е дефинирана за сите реални броеви 0,x ≠  па според тоа 

fD =  \{0}.   
г) Квадратниот корен е дефиниран за ненегативни реални броеви, па спо-

ред тоа [0, ).fD = +∞  ♦ 
 
Задача 5. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

а)  3xy =             б) 1
2

x

y  =  
 

           в)  20,7xy +=              г)  3
2

x

y  =  
 

   

Решение. Функциите под а) и г) се монотоно растечки бидејќи основата на 
степенот е поголема од 1, додека функциите под б) и в) се монотоно опаѓачки 
бидејќи основата на степенот е реален број помеѓу 0 и 1. ♦ 

 
Задача 6. Кој од броевите е поголем во дадените неравенства, x  или y ? 

а) 0,4 0, 4x y>                        б) 1,4 1,4x y>  

Решение. а) Заради тоа што експоненцијалната функција 0,4x  монотоно 
опаѓа имаме дека 0,4 0,4x y>  кога .x y<  

б) Заради тоа што експоненцијалната функција 1,4x  монотоно расте имаме 
дека 1,4 1,4x y>  кога .x y>  

 
Задачи 
 
1. Кои од следниве функции  

а) 15xy −=          б) 3 2y x=        в)  
1

37 xy −=           г) 24 xy +=  
се експоненцијални? 

 
2. Искажи ги својствата на следните функции: 

а) 3xy =            б) 1
3

x

y  =  
 

                в)  5,2xy =           г) 0,4xy =  

 
3. Најди ја дефиниционата област на следните функции: 

а) 23xy −=             б) 
11

3

x

y
+

 =  
 

           в) 
1

14 xy −=               г) 47 xy +=    

 
4. Испитај ја монотоноста на следните функции: 

4. Aşağıdaki fonksiyonların monotonluğunu inceleyin:



2
3

x

y  =  
 

33
5

x

y
+

 =  
 

2
2

1 1( 2) 2 ,
42

y −− = = = 1 1( 1) 2 ,
2

y −− = = 0(0) 2 1,y = =

1(1) 2 2,y = =    2(2) 2 4.y = =  

x 2− 1− 0 1 2 

2xy =
1
4

1
2

1 2 4 

x 2− 1− 0 1 2 
1
2

x

y  =  
 

4 2 1 
1
2

1
4

8

Modüler Birim 1

a) y = 7x+3				       b) 						      c) y = 0,2x–1 		             ç)

5. Verilen eşitsizliklerde hangi sayı daha büyüktür, x mi yoksa y mi?

a) y = 7x+3				       b) 

Модуларна единица 1 
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а)  37xy +=             б) 2
3

x

y  =  
 

             в)  10, 2xy −=           г) 
33

5

x

y
+

 =  
 

   

 
5. Кој од броевите е поголем во дадените неравенства, x  или y ? 

    а) x yπ π>                        б) 1 1x y

π π
   >   
   

 

 
 
 

1.2. График на експоненцијална функција 
 

Сега ќе го конструираме графикот на експоненцијалната функција xy a=  
во однос на избран Декартов координатен систем .xOy  Од својствата што ги на-
ведовме во претходната лекција за графикот на експоненцијалната функција 
знаеме дека графикот е непрекината линија над x − оската, и ја сече y −оската 
во точката (0,1).   

  
Пример 1. Да го нацртаме графикот на функцијата 2xy = .   

          Наоѓаме неколку точки од графикот  
 
 
 
 
 
 
Да забележиме дека вредностите на функцијата во табелата ги добиваме на 
следниот начин:   

2
2

1 1( 2) 2 ,
42

y −− = = =   1 1( 1) 2 ,
2

y −− = =    0(0) 2 1,y = =   

1(1) 2 2,y = =    2(2) 2 4.y = =  
Потоа нив ги нанесуваме во правоаголен координатниот систем .xOy   Ако 
нанесеме повеќе точки, имајќи во вид дека 2xy =  е монотоно растечка функци-
ја, добиваме интуитивна претстава за нејзиниот график (цртеж 1).  
 

 
 

x  2−  1−  0 1 2 

2xy =  
1
4

 1
2

 1 2 4 

1.2. Üstel Fonksiyonun Grafiği

Şimdi, y = ax üstel fonksiyonunun grafiğini seçilen bir dik koordinat sistemi xOy’de 
oluşturacağız. Önceki derste belirttiğimiz özelliklerden, üstel fonksiyonun grafiğinin x 
ekseninin üzerinde kesintisiz bir çizgi olduğunu ve y eksenini (0,1) noktasında kestiğini 
biliyoruz.

Örnek 1. y = 2x fonksiyonunun grafiğini çizelim.
Grafikten birkaç nokta buluyoruz:

Tablodaki fonksiyon değerlerini şu şekilde elde ettiğimizi belirtelim:

Daha sonra bunları dik koordinat sistemi xOy’de işaretliyoruz. y = 2x’in monoton artan 
bir fonksiyon olduğunu göz önünde bulundurarak daha fazla nokta işaretlersek, grafiği 
hakkında sezgisel bir fikir elde ederiz (şekil 1).

Şekil 1



2
3

x

y  =  
 

33
5

x

y
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ÜSTEL FONKSİYON. ÜSTEL DENKLEM

x değerleri sınırsız bir şekilde azaldığında, fonksiyonun karşılık gelen değerlerinin 
pozitif kaldığını, azaldığını ve asla sıfır değerine ulaşmadığını belirtelim. Bu, fonksiyo-
nun grafiğinin x eksenine yaklaştığı, ancak asla x eksenini kesmediği veya dokunma-
dığı anlamına gelir. O zaman x ekseninin y = 2x. fonksiyonunun grafiğinin asimptotu 
olduğunu söyleriz.

Örnek 2. 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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Да забележиме дека кога вредностите на x  неограничено опаѓаат, соодвет-
ните вредности на функцијата остануваат позитивни, се намалуваат и никогаш 
не достигнуваат вредност нула. Тоа значи дека графикот на функцијата се 
приближува кон x − оската, но никогаш нема да ја пресече ниту да ја допре 
x − оската. Тогаш велиме дека x − оската е асимптота на графикот на функција-
та 2 .xy =   ♦ 
 

Пример 2. Да го нацртаме графикот на функцијата 1
2

x

y  =  
 

.  

         Наоѓаме неколку точки од нејзиниот график: 
 
 
          
 
 
 
Добиените точките ги нанесуваме во координатен систем .xOy  Поврзувајќи ги 
овие точки со непрекинатата линија, го добиваме графикот на функцијата 

1
2

x

y  =  
 

 (цртеж 2).    

 
 
Да забележиме дека кога вредностите на x  неограничено растат, соодвет-

ните вредности на функцијата остануваат позитивни, се намалуваат и никогаш 
не достигнуваат вредност нула. Тоа значи дека графикот на функцијата се приб-
лижува кон x − оската, но никогаш нема да ја пресече ниту да ја допре x − оска-
та. Тогаш велиме дека x − оската е асимптота на графикот на функцијата 

1 .
2

x

y  =  
 

 ♦ 

Заклучокот од претходните примери важи и во општ случај. Поточно, за 
1a >  ако вредностите на x  неограничено опаѓаат, соодветните вредности на 

функцијата остануваат позитивни, се намалуваат и никогаш не достигнуваат 
вредност нула, односно x − оската е асимптота на графикот на функцијата 

xy a=  (цртеж 3).  
Слично, за 0 1a< <  ако вредностите на x  неограничено растат, соодветни-

те вредности на функцијата остануваат позитивни, се намалуваат и никогаш не 

x 2−  1−  0 1 2 
1
2

x

y  =  
 

 4 2 1 
1
2

 1
4

 

 fonksiyonunun grafiğini çizelim.

Grafiğinin birkaç noktasını buluyoruz:

Şekil 2 

Elde edilen noktaları xOy koordinat sisteminde işaretliyoruz. Bu noktaları kesintisiz bir 
çizgiyle birleştirerek fonksiyonunun grafiğini elde ederiz (şekil 2). 

x değerleri sınırsız bir şekilde arttığında, fonksiyonun karşılık gelen değerlerinin po-
zitif kaldığını, azaldığını ve asla sıfır değerine ulaşmadığını belirtelim. Bu, fonksiyonun 
grafiğinin x eksenine yaklaştığı, ancak asla x eksenini kesmediği veya dokunmadığı 

anlamına gelir. O zaman x ekseninin 
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x − оската. Тогаш велиме дека x − оската е асимптота на графикот на функција-
та 2 .xy =   ♦ 
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1
2

x

y  =  
 

 (цртеж 2).    
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 

 ♦ 

Заклучокот од претходните примери важи и во општ случај. Поточно, за 
1a >  ако вредностите на x  неограничено опаѓаат, соодветните вредности на 

функцијата остануваат позитивни, се намалуваат и никогаш не достигнуваат 
вредност нула, односно x − оската е асимптота на графикот на функцијата 

xy a=  (цртеж 3).  
Слично, за 0 1a< <  ако вредностите на x  неограничено растат, соодветни-

те вредности на функцијата остануваат позитивни, се намалуваат и никогаш не 
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 fonksiyonunun grafiğinin asimptotu 
olduğunu söyleriz.

Önceki örneklerden elde edilen sonuç genel olarak da geçerlidir. Daha doğrusu, a 
>1 için x değerleri sınırsız bir şekilde azaldığında, fonksiyonun karşılık gelen değerleri 
pozitif kalır, azalır ve asla sıfır değerine ulaşmaz, yani x ekseni y = ax fonksiyonunun 
grafiğinin asimptotudur (şekil 3).

Benzer şekilde, 0 < a <1 için x değerleri sınırsız bir şekilde arttığında, fonksiyonun 
karşılık gelen değerleri pozitif kalır, azalır ve asla sıfır değerine ulaşmaz, yani x- ekseni
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Modüler Birim 1

y = ax fonksiyonunun grafiğinin asimptotudur (çizim 4).

Çizim 3											           Çizim 4

Çizim 5

Çizim 6

Örnek 3. Aynı koordinat sisteminde aşağıdaki fonksiyonların grafiklerini çizelim:

а) y = 2x ve 

Модуларна единица 1 

10 

достигнуваат вредност нула, односно x − оската е асимптота на графикот на 
функцијата xy a=  (цртеж 4).  

Пример 3. Да ги нацртаме во ист координатен систем графиците на функ-
циите:  

а) 2xy =  и 1
2

x

y  =  
 

б) 3xy =  и 1
3

x

y  =  
 

Забележуваме дека графиците на функциите 2xy =  и 1
2

x

y  =  
 

 се симет-

рични во однос на y −оската (цртеж 5). Навистина, ако точката ( , )M x y  припаѓа 
на графикот на функцијата 2xy =  тогаш ( , )N x y−  припаѓа на графикот на 

функцијата 1 ,
2

x

y  =  
 

 бидејќи ( ) 1 12 2 .
22

x
x x

x

−
− −

−
 = = =  
 

Слично, се покажува дека графиците на функциите 3xy =  и 1
3

x

y  =  
 

 се 

симетрични во однос на y −оската (цртеж 6). ♦ 

			   b) y = 3x ve 

Модуларна единица 1 
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достигнуваат вредност нула, односно x − оската е асимптота на графикот на 
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симетрични во однос на y −оската (цртеж 6). ♦ 

fonksiyonlarının grafiklerinin y eksenine göre simetrik olduğu-

nu görüyoruz (şekil 5). Gerçekten de, M(x, y) noktası y = 2x fonksiyonunun grafiği-

ne aitse, o zaman N (−x, y) noktası 
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достигнуваат вредност нула, односно x − оската е асимптота на графикот на 
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 fonksiyonunun grafiğine aittir, çünkü 
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Benzer şekilde, y = 3x ve 
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достигнуваат вредност нула, односно x − оската е асимптота на графикот на 
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симетрични во однос на y −оската (цртеж 6). ♦ 

 fonksiyonlarının grafiklerinin y eksenine göre 

simetrik olduğu gösterilebilir (şekil 6).
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Son örnekten elde edilen gözlemler, y = ax ve 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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Согледувањата од последниот пример важат за кои било две експоненци-

јални функции xy a=  и 1 .
x

y
a

 =  
 

 Навистина, ако точката ( , )M x y  припаѓа на 

графикот на функцијата xy a=  тогаш ( , )N x y−  припаѓа на графикот на функци-

јата 1 ,
x

y
a

 =  
 

 бидејќи ( ) 1 1 .
x

x x
xa a

aa

−
− −

−
 = = =  
 

Пример 4. На цртеж 7 и цртеж 8 се нацртани графиците на некои експо-
ненцијални функции:   

а) xy a=  за 1a >              б) xy a= за 0 1a< <  

Од погорниот пример може да согледаме дека за иста вредност ,0>x  
вредностите на експоненцијалните функции 1 ,xy a= 2 , ,xy a=   се во ист 
редослед како вредностите 1 2, , ,a a   за  1 2, , 1,a a >  а во обратен редослед од 
редоследот на 1 2, , ,a a   за 1 20 , ,....., 1.a a< <   

Од друга страна, за иста вредност 0,x <  вредностите на експоненцијални-
те функции 1 ,xy a= 2 , ,xy a=   се во обратен редослед од редоследот на вред-
ностите 1 2, , ,a a   за 1 2, , 1,a a >  и се во ист редослед како вредностите 

1 2, , ,a a   за 1 20 , , 1.a a< <  

Пример 5. Да го нацртаме графикот на функцијата 2 1.xy = +  
Наоѓаме неколку точки од нејзиниот график: 

x . . . 2− 1− 0 1 2 . . . 

2xy = . . . 
1
4

1
2

1 2 4 
. . . 

2 1xy = +  . . . 
5
4

3
2

2 3  5  . . . 

 olmak üzere herhangi iki 

üstel fonksiyon için geçerlidir. Gerçekten de, M(x, y) noktası y = ax fonksiyonunun 

grafiğine aitse, o zaman y = ax noktası 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 

11 

Согледувањата од последниот пример важат за кои било две експоненци-

јални функции xy a=  и 1 .
x

y
a

 =  
 

 Навистина, ако точката ( , )M x y  припаѓа на 

графикот на функцијата xy a=  тогаш ( , )N x y−  припаѓа на графикот на функци-

јата 1 ,
x

y
a

 =  
 

 бидејќи ( ) 1 1 .
x

x x
xa a

aa

−
− −

−
 = = =  
 

Пример 4. На цртеж 7 и цртеж 8 се нацртани графиците на некои експо-
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1
4

1
2

1 2 4 
. . . 

2 1xy = +  . . . 
5
4

3
2

2 3  5  . . . 

, fonksiyonunun grafiğine aittir, çünkü 
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dir.

Örnek 4. Şekil 7 ve şekil 8’de bazı üstel fonksiyonların grafikleri çizilmiştir:

а) y = ax për a >1									        b) y = ax për 0 < a <1

Şekil 7 Şekil 8

Yukarıdaki örnekten, x > 0 için aynı değer için, y=a1
x, y=a2

x, ..., üstel fonksiyonlarının 
değerlerinin a1, a2, ..., a1, a2, ... > 1 değerleriyle aynı sırada olduğunu ve 0 < a1, a2, ... < 
1 değerleri için a1, a2, ..., değerlerinin sırasının tersi olduğunu gözlemleyebiliriz.

Öte yandan, x < 0 için aynı değer için, y=a1
x, y=a2

x, ..., üstel fonksiyonlarının değer-
leri, a1, a2, ... > 1 değerlerinin sırasının tersidir ve 0 < a1, a2, ... < 1 değerleri için a1, a2, 
...,  değerleriyle aynı sıradadır.

Örnek 5.   y = 2x + 1. fonksiyonunun grafiğini çizelim.
Grafiğinin birkaç noktasını buluyoruz:



x . . . -2 -1 0 1 2 . . . 

2xy = . . . 
1
4

1
2

1 2 4 . . . 

12xy −=  . . . 
1
8

1
4

1
2

1 2 

1
5

x

y  =  
 

1
2

x

y  = − 
 

1 ,
3

x

y  =  
 
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Modüler Birim 1

 Yukarıdaki tabloya ek olarak, y = 2x + 1 fonksiyonunun grafiği, y = 2x fonksiyonunun 
grafiğinin y- ekseninin pozitif yönünde 1 birim kaydırılmasıyla elde edilebilir (çizim 9). 

Şekil 9

Şekil 10

Örnek 6. y = 2x−1 fonksiyonunun grafiğini çizelim.
Grafiğinin birkaç noktasını buluyoruz:

Yukarıdaki tabloya ek olarak, y = 2x–1 üstel fonksiyonunun grafiği, y = 2x üstel fonksi-
yonunun grafiğinin x- ekseninin pozitif yönünde 1 birim kaydırılmasıyla elde edilebilir

Alıştırmalar
1. Aşağıdaki fonksiyonların grafiklerini çiziniz:



x . . . -2 -1 0 1 2 . . . 

2xy = . . . 
1
4

1
2

1 2 4 . . . 

12xy −=  . . . 
1
8

1
4

1
2

1 2 

1
5

x

y  =  
 

1
2

x

y  = − 
 

1 ,
3

x

y  =  
 
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ÜSTEL FONKSİYON. ÜSTEL DENKLEM

		  a) y = 5x				      b) 						      c) y =  –2x				    ç)

2.	 Aşağıdaki fonksiyonların grafiklerini çizin:

	     а) 				       aralığında −1≤ x ≤ 2;			  b) y = 2⋅3x, x ≤1 için.

3.	 Aşağıdaki fonksiyonların grafiklerini çizin:

		  а) y = 2x − 2			   b) 
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              а) 5xy =                 б) 1
5

x

y  =  
 

              в) 2xy = −              г) 1
2

x

y  = − 
 

 

 
2. Нацртај го графикот на функциите:  

              а) 1 ,
3

x

y  =  
 

 во интервалот  1 2x− ≤ ≤ ;         б)  2 3 ,xy = ⋅  за 1x ≤ . 

 
3. Нацртај го графикот на функциите:            

    а) 2 2xy = −                         б) 
11

2

x

y
+

 =  
 

 

 
 
1.3. Експоненцијална равенка  
 
Поим за експоненцијална равенка  
 
Дефиниција 1. Равенка кај која што непознатата се наоѓа во степеновиот 

показател на барем еден степен, со основа позитивен реален број, различен од 1, 
се нарекува експоненцијална равенка. 
 

Пример 1. Експоненцијални равенки се, на пример, равенките: 

     3 32 8,   4 2  2,3 5 3 49  x x x xx− += = − = ⋅ + и 1 3.
2

x

x  − = 
 

 ♦  

 
Задача 2. Определи кои од следниве равенки се експоненцијални  

а) 3 22 4x x+ += ;        б) 7( 3) 2x x+− = + ;       в)  2 25 7x x− = + ;        г) 2 9
3 4

x
  = 
 

. 

Решение. Равенките под а), в) и г) се експоненцијални, додека равенката 
по б) не е експоненцијална бидејќи степеновиот показател не е позитивен реа-
лен број. ♦ 

 
 
Решавање на некои видови експоненцијални равенки  
 
Експоненцијалните равенки ќе ги решаваме во множеството реални брое-

ви. Не постои општа постапка за решавање која што ќе ја опфати целата класа 
експоненцијални равенки. Затоа, нашата цел е да решиме дел од нив со примена 
на определени правила кои почиваат на техники кои ни се познати од досегаш-
ното изучување на математиката.  

Во продолжение ќе решиме некои видови експоненцијални равенки. 
 
I.  Равенки од видот  Аx+m=0,  А>0,  А≠≠1,  m<0 
 
Задача 3. Реши ја равенката 3 27.x =  

1.3. Üstel Denklem

Üstel Denklem Kavramı

Tanım 1. Tabanı 1’den farklı pozitif bir reel sayı olan, bilinmeyenin üs olduğu en az 
bir üslü ifade bulunan bir denkleme üstel denklem denir.

Örnek 1. 2x = 8, 4x−3 = x − 2	 2,3x+3 = 5⋅3x + 49  ve 
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 denklemleri 
üstel denklem örnekleridir..

Alıştırma 2. Aşağıdaki denklemlerden hangileri üsteldir?

а) 2x+3 = 4x+2;	 b) (−3)x+7 = x + 2; 	 c) 
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Çözüm. a), c) ve ç) altındaki denklemler üsteldir, b) altındaki denklem ise üstel 
değildir çünkü üssün tabanı pozitif bir reel sayı değildir.

Bazı Üstel Denklem Türlerinin Çözümü

Üstel denklemleri reel sayılar kümesinde çözeceğiz. Tüm üstel denklemleri kapsayan 
genel bir çözüm yöntemi yoktur. Bu nedenle, amacımız matematiğin mevcut çalışma-
sından bildiğimiz tekniklere dayanan belirli kuralları uygulayarak bunların bir kısmını 
çözmektir.

Aşağıda bazı üstel denklem türlerini çözeceğiz.

1. Аx + m = 0, А>0, А ≠ 1, m<0 türündeki denklemler

Alıştırma 3. 3x = 27 denklemini çözünüz.



14

Modüler Birim 1

Çözüm. Verilen 3x = 27 denklemini 3x = 33 şeklinde yazıyoruz, bununla verilen denk-
leme denk bir denklem elde etmemizi sağlar. Daha sonra üstel fonksiyonun önemli bir 
özelliğini kullanacağız, yani:

a > 0, a ≠ 1, ax1 = ax2 ancak ve ancak x1 = x2 ise.

Bu anlamda, 3x = 33 ⇔ x = 3, bu da 3x = 27 denkleminin tek çözümünün x = 3 olduğu 
sonucuna varmamızı sağlar. Kontrol: 33 = 27.

Alıştırma 4. Aşağıdaki denklemleri çözün:

а) 

Модуларна единица 1 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

		  b) 5x = 1 		  c) 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

		 ç) 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

 

Çözüm. а) 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

Yoklama:  
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

b) 5x  5x = 50  x =  0. Yoklama  5⁰ = 1.

c) 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

Yoklama: 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

ç) 

Модуларна единица 1 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

Yoklama: 

Модуларна единица 1 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

Alıştırma 5. Aşağıdaki denklemleri çözün:

а) 

Модуларна единица 1 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

		  b) 3·7x = 147		  c) 

Модуларна единица 1 

 14 

Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

		  ç) 3x+2 − 3x+1 + 3x = 21

Çözüm.  a) 

Модуларна единица 1 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

b) 3·7x =147  7x = 49  7x = 72  x = 2

c) 

Модуларна единица 1 
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Решение. Дадената равенка 3 27x =  ја запишуваме во облик 33 3 ,x =  при 
што добиваме равенка еквивалетна на дадената. Потоа ќе искористиме една зна-
чајна карактеристика на  експоненцијалната функција, имено 

за 0,a >  1,a ≠  1 2x xa a=  ако и само ако 1 2x x= .  

Во таа смисла 33 3x =  ⇔  3,x =  од каде што заклучуваме дека равенката 3 27x =  
има единствено решение 3.x =  Проверка: 33 27.=  ♦ 

 
Задача 4. Реши ги равенките: 

а) 14
16

x =               б) 5 1x =                в) 5 64
4 125

x
  = 
 

            г) 
4125

5
x  =  

 
 

Решение. а) 14
16

x =  ⇔⇔ 
214

4
x  =  

 
⇔⇔  24 4x −=  ⇔⇔  2x = −   

Проверка: 2
2

1 14 .
164

− = =  

б)  5 1x =  ⇔ 05 5x =  ⇔ 0x =      Проверка: 05 1.=  

в) 5 64
4 125

x
  = 
 

 ⇔ 
35 4

4 5

x
   =   
   

 ⇔
35 5

4 4

x −
   =   
   

 ⇔  3x = −  

Проверка: 
3 35 4 64 .

4 5 125

−
   = =   
   

 

г) 
4125

5
x  =  

 
 ⇔  2 45 5x −=  ⇔ 2 4x = −  ⇔  2.x = −   

Проверка:  
2 4

2 1 125 .
25 5

−    = =   
   

♦ 

Задача 5. Реши ги равенките: 

а) 5 3
5 3

x x

=          б) 3 7 147x⋅ =        в) 
2 14 7

4 7

x x−

=           г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =              

Решение. а) 5 3
5 3

x x

=  ⇔ 5 5
3 3

x
  = 
 

 ⇔ 1x =    

б) 3 7 147x⋅ =  ⇔  7 49x =   ⇔ 27 7x =  ⇔ 2x =  

в) 
2 14 7

4 7

x x−

=  ⇔  
2 14 7 7

4 7

x x −⋅
=  4 49

4 49

x x

= ⇔ 4 4
49 49

x
  = 
 

 ⇔  1x =      

г) 2 13 3 3 21x x x+ +− + =  ⇔ 9 3 3 3 3 21x x x⋅ − ⋅ + =  ⇔3 (9 3 1) 21x − + =  ⇔  

3 3x =  ⇔ 1.x =  ♦ 
 
 

�ç) 3x+2 − 3x+1 + 3x = 21  9·3x − 3·3x + 3x = 21 3x (9 − 3+1) = 21  3x = 3  x =1.
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ÜSTEL FONKSİYON. ÜSTEL DENKLEM

II. Аf(x) + m = 0 türündeki denklemler, А>0, А ≠ 1, m<0

Alıştırma 6. Aşağıdaki denklemleri çözünüz:
а) 3x+5 = 81 		  b) 23x−1 = 32 		  c) 3x2 = 81		  ç) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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II. Равенки од видот  Аf(x)+m=0,  А>0,  А≠≠1, m<0  
 
Задача 6. Реши ги равенките: 

а)  53 81x+ =             б) 3 12 32x− =                в) 
2

3 81x =             г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 

Решение. а) 5 5 43 81 3 3 5 4 1x x x x+ += ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −  

б)  3 1 3 1 52 32 2 2 3 1 5 2x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

в) 
2 2 4 23 81 3 3 4 2x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 ⇔ 
1 ( 1) 03 3

x x
x
+
− +

=  ⇔ 1 ( 1) 0x x
x
+

− + =  ⇔  1 ( 1)x x x+ = +  

⇔ 2 1x =  ⇔ 1.x = ± ♦ 
 
Задача 7. Реши ги равенките: 

а)  
2 13 27x − =         б) 

2 3 1 17
7

x x− + =         в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =      г) 1 2(25 ) 1x x+ − =  

Решение. а) 
2 13 27x − =  ⇔  

2 1 33 3x − =  ⇔  2 1 3x − =  ⇔  2 4x =  ⇔  2x = ±  

б) 
2 3 1 17

7
x x− + =  ⇔  

2 3 1 17 7x x− + −=  ⇔ 2 3 1 1x x− + = −  ⇔ 2 3 2 0x x− + =  ⇔  

⇔ 1 1,x =  2 2x =  

в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =  ⇔ 

2 3 3,5 3 0,55 5x x− + +=  ⇔ 2 3 3,5 3,5x x− + =  ⇔  

⇔ 2 3 0x x− =  ⇔ 1 0,x =  2 3x =  ♦ 

г) 1 2(25 ) 1x x+ − =   ⇔ 2( 1) 2(5 ) 1x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 05 5x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 0x x+ − =  ⇔ 

⇔ 1 1,x = −  2 2.x =  

 
III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-

 
Çözüm. а) 3x+5 = 81 3x+5 = 34  x + 5 = 4  x = −1
b) 23x−1 = 32  23x−1 = 25  3x −1 = 5  x = 2
c) 3x2 = 81  3x2 = 34  x2 = 4  x = ± 2

ç) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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II. Равенки од видот  Аf(x)+m=0,  А>0,  А≠≠1, m<0  
 
Задача 6. Реши ги равенките: 

а)  53 81x+ =             б) 3 12 32x− =                в) 
2

3 81x =             г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 

Решение. а) 5 5 43 81 3 3 5 4 1x x x x+ += ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −  

б)  3 1 3 1 52 32 2 2 3 1 5 2x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

в) 
2 2 4 23 81 3 3 4 2x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 ⇔ 
1 ( 1) 03 3

x x
x
+
− +

=  ⇔ 1 ( 1) 0x x
x
+

− + =  ⇔  1 ( 1)x x x+ = +  

⇔ 2 1x =  ⇔ 1.x = ± ♦ 
 
Задача 7. Реши ги равенките: 

а)  
2 13 27x − =         б) 

2 3 1 17
7

x x− + =         в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =      г) 1 2(25 ) 1x x+ − =  

Решение. а) 
2 13 27x − =  ⇔  

2 1 33 3x − =  ⇔  2 1 3x − =  ⇔  2 4x =  ⇔  2x = ±  

б) 
2 3 1 17

7
x x− + =  ⇔  

2 3 1 17 7x x− + −=  ⇔ 2 3 1 1x x− + = −  ⇔ 2 3 2 0x x− + =  ⇔  

⇔ 1 1,x =  2 2x =  

в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =  ⇔ 

2 3 3,5 3 0,55 5x x− + +=  ⇔ 2 3 3,5 3,5x x− + =  ⇔  

⇔ 2 3 0x x− =  ⇔ 1 0,x =  2 3x =  ♦ 

г) 1 2(25 ) 1x x+ − =   ⇔ 2( 1) 2(5 ) 1x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 05 5x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 0x x+ − =  ⇔ 

⇔ 1 1,x = −  2 2.x =  

 
III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-
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 15 

II. Равенки од видот  Аf(x)+m=0,  А>0,  А≠≠1, m<0  
 
Задача 6. Реши ги равенките: 

а)  53 81x+ =             б) 3 12 32x− =                в) 
2

3 81x =             г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 

Решение. а) 5 5 43 81 3 3 5 4 1x x x x+ += ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −  

б)  3 1 3 1 52 32 2 2 3 1 5 2x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

в) 
2 2 4 23 81 3 3 4 2x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 ⇔ 
1 ( 1) 03 3

x x
x
+
− +

=  ⇔ 1 ( 1) 0x x
x
+

− + =  ⇔  1 ( 1)x x x+ = +  

⇔ 2 1x =  ⇔ 1.x = ± ♦ 
 
Задача 7. Реши ги равенките: 

а)  
2 13 27x − =         б) 

2 3 1 17
7

x x− + =         в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =      г) 1 2(25 ) 1x x+ − =  

Решение. а) 
2 13 27x − =  ⇔  

2 1 33 3x − =  ⇔  2 1 3x − =  ⇔  2 4x =  ⇔  2x = ±  

б) 
2 3 1 17

7
x x− + =  ⇔  

2 3 1 17 7x x− + −=  ⇔ 2 3 1 1x x− + = −  ⇔ 2 3 2 0x x− + =  ⇔  

⇔ 1 1,x =  2 2x =  

в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =  ⇔ 

2 3 3,5 3 0,55 5x x− + +=  ⇔ 2 3 3,5 3,5x x− + =  ⇔  

⇔ 2 3 0x x− =  ⇔ 1 0,x =  2 3x =  ♦ 

г) 1 2(25 ) 1x x+ − =   ⇔ 2( 1) 2(5 ) 1x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 05 5x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 0x x+ − =  ⇔ 

⇔ 1 1,x = −  2 2.x =  

 
III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-

Alıştırma 7. Aşağıdaki denklemleri çözün:

а) 3x2–1 = 27		  b) 	

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 

 15 

II. Равенки од видот  Аf(x)+m=0,  А>0,  А≠≠1, m<0  
 
Задача 6. Реши ги равенките: 

а)  53 81x+ =             б) 3 12 32x− =                в) 
2

3 81x =             г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 

Решение. а) 5 5 43 81 3 3 5 4 1x x x x+ += ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −  

б)  3 1 3 1 52 32 2 2 3 1 5 2x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

в) 
2 2 4 23 81 3 3 4 2x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 ⇔ 
1 ( 1) 03 3

x x
x
+
− +

=  ⇔ 1 ( 1) 0x x
x
+

− + =  ⇔  1 ( 1)x x x+ = +  

⇔ 2 1x =  ⇔ 1.x = ± ♦ 
 
Задача 7. Реши ги равенките: 

а)  
2 13 27x − =         б) 

2 3 1 17
7

x x− + =         в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =      г) 1 2(25 ) 1x x+ − =  

Решение. а) 
2 13 27x − =  ⇔  

2 1 33 3x − =  ⇔  2 1 3x − =  ⇔  2 4x =  ⇔  2x = ±  

б) 
2 3 1 17

7
x x− + =  ⇔  

2 3 1 17 7x x− + −=  ⇔ 2 3 1 1x x− + = −  ⇔ 2 3 2 0x x− + =  ⇔  

⇔ 1 1,x =  2 2x =  

в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =  ⇔ 

2 3 3,5 3 0,55 5x x− + +=  ⇔ 2 3 3,5 3,5x x− + =  ⇔  

⇔ 2 3 0x x− =  ⇔ 1 0,x =  2 3x =  ♦ 

г) 1 2(25 ) 1x x+ − =   ⇔ 2( 1) 2(5 ) 1x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 05 5x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 0x x+ − =  ⇔ 

⇔ 1 1,x = −  2 2.x =  

 
III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-

		 c) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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II. Равенки од видот  Аf(x)+m=0,  А>0,  А≠≠1, m<0  
 
Задача 6. Реши ги равенките: 

а)  53 81x+ =             б) 3 12 32x− =                в) 
2

3 81x =             г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 

Решение. а) 5 5 43 81 3 3 5 4 1x x x x+ += ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −  

б)  3 1 3 1 52 32 2 2 3 1 5 2x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

в) 
2 2 4 23 81 3 3 4 2x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 ⇔ 
1 ( 1) 03 3

x x
x
+
− +

=  ⇔ 1 ( 1) 0x x
x
+

− + =  ⇔  1 ( 1)x x x+ = +  

⇔ 2 1x =  ⇔ 1.x = ± ♦ 
 
Задача 7. Реши ги равенките: 

а)  
2 13 27x − =         б) 

2 3 1 17
7

x x− + =         в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =      г) 1 2(25 ) 1x x+ − =  

Решение. а) 
2 13 27x − =  ⇔  

2 1 33 3x − =  ⇔  2 1 3x − =  ⇔  2 4x =  ⇔  2x = ±  

б) 
2 3 1 17

7
x x− + =  ⇔  

2 3 1 17 7x x− + −=  ⇔ 2 3 1 1x x− + = −  ⇔ 2 3 2 0x x− + =  ⇔  

⇔ 1 1,x =  2 2x =  

в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =  ⇔ 

2 3 3,5 3 0,55 5x x− + +=  ⇔ 2 3 3,5 3,5x x− + =  ⇔  

⇔ 2 3 0x x− =  ⇔ 1 0,x =  2 3x =  ♦ 

г) 1 2(25 ) 1x x+ − =   ⇔ 2( 1) 2(5 ) 1x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 05 5x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 0x x+ − =  ⇔ 

⇔ 1 1,x = −  2 2.x =  

 
III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-

		 ç) (25x+1)x−2 =1

Çözüm. а) 3x2–1 = 27  3x2–1 = 33  x2 − 1 = 3  x2 = 4  x = ± 2

b) 
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II. Равенки од видот  Аf(x)+m=0,  А>0,  А≠≠1, m<0  
 
Задача 6. Реши ги равенките: 

а)  53 81x+ =             б) 3 12 32x− =                в) 
2

3 81x =             г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 

Решение. а) 5 5 43 81 3 3 5 4 1x x x x+ += ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −  

б)  3 1 3 1 52 32 2 2 3 1 5 2x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

в) 
2 2 4 23 81 3 3 4 2x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 ⇔ 
1 ( 1) 03 3

x x
x
+
− +

=  ⇔ 1 ( 1) 0x x
x
+

− + =  ⇔  1 ( 1)x x x+ = +  

⇔ 2 1x =  ⇔ 1.x = ± ♦ 
 
Задача 7. Реши ги равенките: 

а)  
2 13 27x − =         б) 

2 3 1 17
7

x x− + =         в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =      г) 1 2(25 ) 1x x+ − =  

Решение. а) 
2 13 27x − =  ⇔  

2 1 33 3x − =  ⇔  2 1 3x − =  ⇔  2 4x =  ⇔  2x = ±  

б) 
2 3 1 17

7
x x− + =  ⇔  

2 3 1 17 7x x− + −=  ⇔ 2 3 1 1x x− + = −  ⇔ 2 3 2 0x x− + =  ⇔  

⇔ 1 1,x =  2 2x =  

в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =  ⇔ 

2 3 3,5 3 0,55 5x x− + +=  ⇔ 2 3 3,5 3,5x x− + =  ⇔  

⇔ 2 3 0x x− =  ⇔ 1 0,x =  2 3x =  ♦ 

г) 1 2(25 ) 1x x+ − =   ⇔ 2( 1) 2(5 ) 1x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 05 5x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 0x x+ − =  ⇔ 

⇔ 1 1,x = −  2 2.x =  

 
III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-
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II. Равенки од видот  Аf(x)+m=0,  А>0,  А≠≠1, m<0  
 
Задача 6. Реши ги равенките: 

а)  53 81x+ =             б) 3 12 32x− =                в) 
2

3 81x =             г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 

Решение. а) 5 5 43 81 3 3 5 4 1x x x x+ += ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −  

б)  3 1 3 1 52 32 2 2 3 1 5 2x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

в) 
2 2 4 23 81 3 3 4 2x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 ⇔ 
1 ( 1) 03 3

x x
x
+
− +

=  ⇔ 1 ( 1) 0x x
x
+

− + =  ⇔  1 ( 1)x x x+ = +  

⇔ 2 1x =  ⇔ 1.x = ± ♦ 
 
Задача 7. Реши ги равенките: 

а)  
2 13 27x − =         б) 

2 3 1 17
7

x x− + =         в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =      г) 1 2(25 ) 1x x+ − =  

Решение. а) 
2 13 27x − =  ⇔  

2 1 33 3x − =  ⇔  2 1 3x − =  ⇔  2 4x =  ⇔  2x = ±  

б) 
2 3 1 17

7
x x− + =  ⇔  

2 3 1 17 7x x− + −=  ⇔ 2 3 1 1x x− + = −  ⇔ 2 3 2 0x x− + =  ⇔  

⇔ 1 1,x =  2 2x =  

в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =  ⇔ 

2 3 3,5 3 0,55 5x x− + +=  ⇔ 2 3 3,5 3,5x x− + =  ⇔  

⇔ 2 3 0x x− =  ⇔ 1 0,x =  2 3x =  ♦ 

г) 1 2(25 ) 1x x+ − =   ⇔ 2( 1) 2(5 ) 1x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 05 5x x+ − =  ⇔ 2( 1)( 2) 0x x+ − =  ⇔ 

⇔ 1 1,x = −  2 2.x =  

 
III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-

c) 
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II. Равенки од видот  Аf(x)+m=0,  А>0,  А≠≠1, m<0  
 
Задача 6. Реши ги равенките: 

а)  53 81x+ =             б) 3 12 32x− =                в) 
2

3 81x =             г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 

Решение. а) 5 5 43 81 3 3 5 4 1x x x x+ += ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −  

б)  3 1 3 1 52 32 2 2 3 1 5 2x x x x− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

в) 
2 2 4 23 81 3 3 4 2x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

г) 
11 13 1

3

xx
x

++
  = 
 

 ⇔ 
1 ( 1) 03 3

x x
x
+
− +

=  ⇔ 1 ( 1) 0x x
x
+

− + =  ⇔  1 ( 1)x x x+ = +  

⇔ 2 1x =  ⇔ 1.x = ± ♦ 
 
Задача 7. Реши ги равенките: 

а)  
2 13 27x − =         б) 

2 3 1 17
7

x x− + =         в) 
2 3 3,55 125 5x x− + =      г) 1 2(25 ) 1x x+ − =  
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2 13 27x − =  ⇔  
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7
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⇔ 2 3 0x x− =  ⇔ 1 0,x =  2 3x =  ♦ 
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III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-
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III. Равенки од видот  а(Аf(x))2+bАf(x)+c=0 
 
Со смената ( )f xA t=  ја добиваме квадратната равенка 2 0at bt c+ + = . За 

секое решение на квадратната равенка ја решаваме експоненцијалната равенка 
( )f xA t= . 

 
Задача 8. Реши ги равенките: 
а) 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =             б) 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =              в) 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =    
 
Решение. а) Равенката 22 6 2 8 0x x− ⋅ + =  со смената 2x t=  се сведува на 

равенката 2 6 8 0t t− + =  чии што корени се 1 2t =  и 2 4.t =  Оттука, согласно во-

III. а(Аf(x))2 + bАf(x) + c = 0 türündeki denklemler
Af (x) = t değişimi ile Af (x) = t ikinci dereceden denklemini elde ederiz. İkinci dereceden 

denklemin her çözümü için Af (x) = t üstel denklemini çözeriz.

Alıştırma 8. Aşağıdaki denklemleri çözünüz:

а) 22x − 6·2x + 8 = 0		  b) 16x − 3·4x + 2 = 0		 c) 4x + 3·2x − 4 = 0

Çözüm. a) 22x − 6·2x + 8 = 0 denklemi, 2x = t değişimi ile kökleri t1 = 2 ve t2 = 4 olan  
t2 − 6t + 8 = 0 denklemine indirgenir. Bu nedenle, yapılan değişiklikle, 2x = 2 ve 2x = 4 
denklemlerini elde ederiz. Bunları çözerek verilen denklemin çözümlerini x1 = 1 ve x2 
= 2 olarak buluruz.

b) 16x − 3·4x + 2 = 0 denklemi, 4x = tdeğişimi ile t2 − 3t + 2 = 0 denklemine dönüşür. 
Bu denklemin kökleri 1t = 1 ve 2t = 2’dir. Buradan 4x = 1 ve 4x = 2 denklemlerini elde 

ederiz. Bunları çözerek verilen denklemin çözümlerini x1 = 0 ve x2 = 
1
2  elde edilir.
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c) 4x + 3·2x − 4 = 0 denklemi, 2x = t değişimi ile t2 + 3t − 4 = 0 denklemine dönüşür. 
Bu denklemin kökleri t1 = −4 ve t2 = 1’dir. Buradan 2x = −4 ve 2x = 1 denklemlerini elde 
ederiz. 2x = −4 denkleminin reel sayılar kümesinde çözümü yoktur, 2x = −4 denkleminin 
çözümü ise x = 0’dır. Dolayısıyla, verilen denklemin tek çözümü x = 0’dır. ♦

Alıştırma 9. D'[enklemleri çözünüz:
а) 

Модуларна единица 1 
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ведената смена, ги добиваме равенките 2 2x =  и 2 4.x =  Со нивно решавање ги 
добиваме решенијата на појдовната равенка 1 1x =  и 2 2.x =  

б) Равенката 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =  со смената 4x t=  се сведува на равенката 
2 3 2 0t t− + =  чии што корени се 1 1t =  и 2 2.t =  Оттука ги добиваме равенките 

4 1x =  и 4 2.x =  Со нивно решавање ги добиваме решенијата на дадената равен-

ка 1 0x =  и 2
1 .
2

x =

в) Равенката 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =  со смената 2x t=  се сведува на равенката 
2 3 4 0t t+ − =  чии што корени се 1 4t = −  и 2 1.t =  Така ги добиваме равенките 

2 4x = −  и 2 1.x =  Равенката 2 4x = −  нема решение во множеството реални брое-
ви, додека решението на равенката 2 1x =  е 0.x =  Според тоа, дадената равенка 
има единствено решение 0.x =  ♦ 

Задача 9. Реши ги равенките: 

а) 212 81 81 27x x− =             б) 2 927 4 3 3 0x x− ⋅ + =              в) 9 4 2 6x x x+ = ⋅   

Решение. а) Равенката ( )22 212 81 81 27x x− =  со смената 2 81x t=  се сведу-

ва на равенката 2 12 27 0t t− + =  чии што корени се 1 9t =  и 2 3.t =  Така ги доби-

ваме равенките 2 81 9x =  и 2 81 3.x =  Со нивно решавање ги добиваме решенијата 
на равенката 1 1x =  и 2 2.x =   

б) Дадената равенка 272 4 3x − ⋅ 9x + 3 = 0 е еквивалентна  на  равенката
3 2 3(3 ) 4 3 3 0x x− ⋅ + =   која со смената 33 x t=  се сведува на квадратната ра-

венка 2 4 3 0t t− + =  чии што корени се 1 1t =  и 2 3.t =  Оттука, согласно вове-

дената смена, ги добиваме равенките 33 1x =  и 33 3.x =  Со нивно решавање ги 

добиваме решенијата на појдовната равенка 1 0x =  и 2
1 .
9

x =

в) Равенката 9 4 2 6x x x+ = ⋅  е еквивалентна на равенката 2 23 2 2 2 3 ,x x x x+ = ⋅

односно на равенката 
2

2
3 31 2 ,
2 2

x x

x x+ = ⋅  која може да трансформира во равенката 

23 31 2 .
2 2

x x
   + =   
   

Смената 3
2

x

t  = 
 

 се сведува на равенката 2 2 1 0t t− + =  чиј 

што двоен корен е 1.t =  Со враќање на смената ја добиваме равенките 3 1
2

x
  = 
 

 

од каде го наоѓаме единственото решение на дадената равенка 0.x =  ♦ 

		  b) 

Модуларна единица 1 
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23 31 2 .
2 2

x x
   + =   
   

Смената 3
2

x

t  = 
 

 се сведува на равенката 2 2 1 0t t− + =  чиј 

што двоен корен е 1.t =  Со враќање на смената ја добиваме равенките 3 1
2

x
  = 
 

 

од каде го наоѓаме единственото решение на дадената равенка 0.x =  ♦ 

 değişimi ilet2 − 2t + 1 = 

0 denklemini elde ederiz. Bu denklemin çift kökü t = 1’dir. Değişimi geri yerine koyarak 

Модуларна единица 1 

16 

ведената смена, ги добиваме равенките 2 2x =  и 2 4.x =  Со нивно решавање ги 
добиваме решенијата на појдовната равенка 1 1x =  и 2 2.x =  

б) Равенката 16 3 4 2 0x x− ⋅ + =  со смената 4x t=  се сведува на равенката 
2 3 2 0t t− + =  чии што корени се 1 1t =  и 2 2.t =  Оттука ги добиваме равенките 

4 1x =  и 4 2.x =  Со нивно решавање ги добиваме решенијата на дадената равен-

ка 1 0x =  и 2
1 .
2

x =

в) Равенката 4 3 2 4 0x x+ ⋅ − =  со смената 2x t=  се сведува на равенката 
2 3 4 0t t+ − =  чии што корени се 1 4t = −  и 2 1.t =  Така ги добиваме равенките 

2 4x = −  и 2 1.x =  Равенката 2 4x = −  нема решение во множеството реални брое-
ви, додека решението на равенката 2 1x =  е 0.x =  Според тоа, дадената равенка 
има единствено решение 0.x =  ♦ 

Задача 9. Реши ги равенките: 

а) 212 81 81 27x x− =             б) 2 927 4 3 3 0x x− ⋅ + =              в) 9 4 2 6x x x+ = ⋅   

Решение. а) Равенката ( )22 212 81 81 27x x− =  со смената 2 81x t=  се сведу-

ва на равенката 2 12 27 0t t− + =  чии што корени се 1 9t =  и 2 3.t =  Така ги доби-

ваме равенките 2 81 9x =  и 2 81 3.x =  Со нивно решавање ги добиваме решенијата 
на равенката 1 1x =  и 2 2.x =   

б) Дадената равенка 272 4 3x − ⋅ 9x + 3 = 0 е еквивалентна  на  равенката
3 2 3(3 ) 4 3 3 0x x− ⋅ + =   која со смената 33 x t=  се сведува на квадратната ра-

венка 2 4 3 0t t− + =  чии што корени се 1 1t =  и 2 3.t =  Оттука, согласно вове-

дената смена, ги добиваме равенките 33 1x =  и 33 3.x =  Со нивно решавање ги 

добиваме решенијата на појдовната равенка 1 0x =  и 2
1 .
9

x =

в) Равенката 9 4 2 6x x x+ = ⋅  е еквивалентна на равенката 2 23 2 2 2 3 ,x x x x+ = ⋅

односно на равенката 
2

2
3 31 2 ,
2 2

x x

x x+ = ⋅  која може да трансформира во равенката 

23 31 2 .
2 2

x x
   + =   
   

Смената 3
2

x

t  = 
 

 се сведува на равенката 2 2 1 0t t− + =  чиј 

што двоен корен е 1.t =  Со враќање на смената ја добиваме равенките 3 1
2

x
  = 
 

 

од каде го наоѓаме единственото решение на дадената равенка 0.x =  ♦ 

 denklemini elde ederiz ve buradan verilen denklemin tek çözümü x = 0’dır. ♦
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ÜSTEL FONKSİYON. ÜSTEL DENKLEM

Alıştırmalar
1. Verilen denklemleri çözünüz: 

а) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 

17 

Задачи 

1. Реши ги равенките:

а) 19
729

x =               б) 
1045 1, 25

5
x  = ⋅ 

 
в) ( )10 0,1 1000

x
⋅ =

2. Реши ги равенките:

         а) 0,5 1416 32x x− −=      б) 2 5 50x⋅ =       в) 
1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

       г) 
4

310 10xx −=

3. Реши ги равенките:

а) 25 6 5 5 0x x− ⋅ + =               б) 49 4 7 5 0x x+ ⋅ − =             

          в) 4 23 4 3 3 0x x− ⋅ + =              г) 1 215 2 15 2 135x x+ − +⋅ + ⋅ =    

ЗАДАЧИ ЗА ПОВТОРУВАЊЕ 

1. Нацртај го графикот на функциите:

а) 1
2

x

y
−

 =  
 

              б) 0,3xy = в) 5xy =       г) 10
3

x

y  =  
 

2. Нацртај го графикот на функциите:

          а) 1 5xy = −               б) 3 1xy = +               в) 2 1xy = +         г) 
21

2

x

y
+

 =  
 

3. За кои реални броеви x  и ,y   важи:

         а) 8 8x y= б) 3 3
x y
>      в) 3 3

2 2

x y
   

>      
   

4. Што е поголемо 
2
3a  или 

3
4a  ако: 

а) 1a >  б) 0 1a< < ? 

          Реши ги равенките: 

5. 0,5 1416 32x x− −= 6. 2 5 50x⋅ = 7. 4 6 2 8x x− ⋅ = −

8. ( ) 11 4 2 49 9 3
xx x x−− − += ⋅           9. 

1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

10. 4 2 12x x− =

11.
2 21 39 36 3 3 0x x− −− ⋅ + =

			  b) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 

17 

Задачи 

1. Реши ги равенките:

а) 19
729

x =               б) 
1045 1,25

5
x  = ⋅ 

 
в) ( )10 0,1 1000

x
⋅ =

2. Реши ги равенките:

         а) 0,5 1416 32x x− −=      б) 2 5 50x⋅ =       в) 
1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

       г) 
4

310 10xx −=

3. Реши ги равенките:

а) 25 6 5 5 0x x− ⋅ + =               б) 49 4 7 5 0x x+ ⋅ − =             

          в) 4 23 4 3 3 0x x− ⋅ + =              г) 1 215 2 15 2 135x x+ − +⋅ + ⋅ =    

ЗАДАЧИ ЗА ПОВТОРУВАЊЕ 

1. Нацртај го графикот на функциите:

а) 1
2

x

y
−

 =  
 

              б) 0,3xy = в) 5xy =       г) 10
3

x

y  =  
 

2. Нацртај го графикот на функциите:

          а) 1 5xy = −               б) 3 1xy = +               в) 2 1xy = +         г) 
21

2

x

y
+

 =  
 

3. За кои реални броеви x  и ,y   важи:

         а) 8 8x y= б) 3 3
x y
>      в) 3 3

2 2

x y
   

>      
   

4. Што е поголемо 
2
3a  или 

3
4a  ако: 

а) 1a >  б) 0 1a< < ? 

          Реши ги равенките: 

5. 0,5 1416 32x x− −= 6. 2 5 50x⋅ = 7. 4 6 2 8x x− ⋅ = −

8. ( ) 11 4 2 49 9 3
xx x x−− − += ⋅           9. 

1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

10. 4 2 12x x− =

11.
2 21 39 36 3 3 0x x− −− ⋅ + =

		  c) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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Задачи 

1. Реши ги равенките:

а) 19
729

x =               б) 
1045 1,25

5
x  = ⋅ 

 
в) ( )10 0,1 1000

x
⋅ =

2. Реши ги равенките:

         а) 0,5 1416 32x x− −=      б) 2 5 50x⋅ =       в) 
1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

       г) 
4

310 10xx −=

3. Реши ги равенките:

а) 25 6 5 5 0x x− ⋅ + =               б) 49 4 7 5 0x x+ ⋅ − =             

          в) 4 23 4 3 3 0x x− ⋅ + =              г) 1 215 2 15 2 135x x+ − +⋅ + ⋅ =    

ЗАДАЧИ ЗА ПОВТОРУВАЊЕ 

1. Нацртај го графикот на функциите:

а) 1
2

x

y
−

 =  
 

              б) 0,3xy = в) 5xy =       г) 10
3

x

y  =  
 

2. Нацртај го графикот на функциите:

          а) 1 5xy = −               б) 3 1xy = +               в) 2 1xy = +         г) 
21

2

x

y
+

 =  
 

3. За кои реални броеви x  и ,y   важи:

         а) 8 8x y= б) 3 3
x y
>      в) 3 3

2 2

x y
   

>      
   

4. Што е поголемо 
2
3a  или 

3
4a  ако: 

а) 1a >  б) 0 1a< < ? 

          Реши ги равенките: 

5. 0,5 1416 32x x− −= 6. 2 5 50x⋅ = 7. 4 6 2 8x x− ⋅ = −

8. ( ) 11 4 2 49 9 3
xx x x−− − += ⋅           9. 

1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

10. 4 2 12x x− =

11.
2 21 39 36 3 3 0x x− −− ⋅ + =

2. Verilen denklemleri çözünüz: 

а) 16x−0,5 = 3214−x		  b) 2·5x = 50		 c) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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Задачи 

1. Реши ги равенките:

а) 19
729

x =               б) 
1045 1,25

5
x  = ⋅ 

 
в) ( )10 0,1 1000

x
⋅ =

2. Реши ги равенките:

         а) 0,5 1416 32x x− −=      б) 2 5 50x⋅ =       в) 
1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

       г) 
4

310 10xx −=

3. Реши ги равенките:

а) 25 6 5 5 0x x− ⋅ + =               б) 49 4 7 5 0x x+ ⋅ − =             

          в) 4 23 4 3 3 0x x− ⋅ + =              г) 1 215 2 15 2 135x x+ − +⋅ + ⋅ =    

ЗАДАЧИ ЗА ПОВТОРУВАЊЕ 

1. Нацртај го графикот на функциите:

а) 1
2

x

y
−

 =  
 

              б) 0,3xy = в) 5xy =       г) 10
3

x

y  =  
 

2. Нацртај го графикот на функциите:

          а) 1 5xy = −               б) 3 1xy = +               в) 2 1xy = +         г) 
21

2

x

y
+

 =  
 

3. За кои реални броеви x  и ,y   важи:

         а) 8 8x y= б) 3 3
x y
>      в) 3 3

2 2

x y
   

>      
   

4. Што е поголемо 
2
3a  или 

3
4a  ако: 

а) 1a >  б) 0 1a< < ? 

          Реши ги равенките: 

5. 0,5 1416 32x x− −= 6. 2 5 50x⋅ = 7. 4 6 2 8x x− ⋅ = −

8. ( ) 11 4 2 49 9 3
xx x x−− − += ⋅           9. 

1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

10. 4 2 12x x− =

11.
2 21 39 36 3 3 0x x− −− ⋅ + =

		  ç) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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Задачи 

1. Реши ги равенките:

а) 19
729

x =               б) 
1045 1,25

5
x  = ⋅ 

 
в) ( )10 0,1 1000

x
⋅ =

2. Реши ги равенките:

         а) 0,5 1416 32x x− −=      б) 2 5 50x⋅ =       в) 
1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

       г) 
4

310 10xx −=

3. Реши ги равенките:

а) 25 6 5 5 0x x− ⋅ + =               б) 49 4 7 5 0x x+ ⋅ − =             

          в) 4 23 4 3 3 0x x− ⋅ + =              г) 1 215 2 15 2 135x x+ − +⋅ + ⋅ =    

ЗАДАЧИ ЗА ПОВТОРУВАЊЕ 

1. Нацртај го графикот на функциите:

а) 1
2

x

y
−

 =  
 

              б) 0,3xy = в) 5xy =       г) 10
3

x

y  =  
 

2. Нацртај го графикот на функциите:

          а) 1 5xy = −               б) 3 1xy = +               в) 2 1xy = +         г) 
21

2

x

y
+

 =  
 

3. За кои реални броеви x  и ,y   важи:

         а) 8 8x y= б) 3 3
x y
>      в) 3 3

2 2

x y
   

>      
   

4. Што е поголемо 
2
3a  или 

3
4a  ако: 

а) 1a >  б) 0 1a< < ? 

          Реши ги равенките: 

5. 0,5 1416 32x x− −= 6. 2 5 50x⋅ = 7. 4 6 2 8x x− ⋅ = −

8. ( ) 11 4 2 49 9 3
xx x x−− − += ⋅           9. 

1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

10. 4 2 12x x− =

11.
2 21 39 36 3 3 0x x− −− ⋅ + =

3. Verilen denklemleri çözünüz: 
а) 25x − 6·5x + 5 = 0			  b) 49x + 4·7x − 5 = 0

c) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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Задачи 

1. Реши ги равенките:

а) 19
729

x =               б) 
1045 1,25

5
x  = ⋅ 

 
в) ( )10 0,1 1000

x
⋅ =

2. Реши ги равенките:

         а) 0,5 1416 32x x− −=      б) 2 5 50x⋅ =       в) 
1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

       г) 
4

310 10xx −=

3. Реши ги равенките:

а) 25 6 5 5 0x x− ⋅ + =               б) 49 4 7 5 0x x+ ⋅ − =             

          в) 4 23 4 3 3 0x x− ⋅ + =              г) 1 215 2 15 2 135x x+ − +⋅ + ⋅ =    

ЗАДАЧИ ЗА ПОВТОРУВАЊЕ 

1. Нацртај го графикот на функциите:

а) 1
2

x

y
−

 =  
 

              б) 0,3xy = в) 5xy =       г) 10
3

x

y  =  
 

2. Нацртај го графикот на функциите:

          а) 1 5xy = −               б) 3 1xy = +               в) 2 1xy = +         г) 
21

2

x

y
+

 =  
 

3. За кои реални броеви x  и ,y   важи:

         а) 8 8x y= б) 3 3
x y
>      в) 3 3

2 2

x y
   

>      
   

4. Што е поголемо 
2
3a  или 

3
4a  ако: 

а) 1a >  б) 0 1a< < ? 

          Реши ги равенките: 

5. 0,5 1416 32x x− −= 6. 2 5 50x⋅ = 7. 4 6 2 8x x− ⋅ = −

8. ( ) 11 4 2 49 9 3
xx x x−− − += ⋅           9. 

1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

10. 4 2 12x x− =

11.
2 21 39 36 3 3 0x x− −− ⋅ + =

		 ç) 15·2x+1 +15·2−x+2 = 135 

KONUYU PEKİŞTİRME ALIŞTIRMALARI
1.  Verilen fonksiyonların grafiklerini yazınız:

а) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 

17 

Задачи 

1. Реши ги равенките:

а) 19
729

x =               б) 
1045 1, 25

5
x  = ⋅ 

 
в) ( )10 0,1 1000

x
⋅ =

2. Реши ги равенките:

         а) 0,5 1416 32x x− −=      б) 2 5 50x⋅ =       в) 
1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

       г) 
4

310 10xx −=

3. Реши ги равенките:

а) 25 6 5 5 0x x− ⋅ + =               б) 49 4 7 5 0x x+ ⋅ − =             

          в) 4 23 4 3 3 0x x− ⋅ + =              г) 1 215 2 15 2 135x x+ − +⋅ + ⋅ =    

ЗАДАЧИ ЗА ПОВТОРУВАЊЕ 

1. Нацртај го графикот на функциите:

а) 1
2

x

y
−

 =  
 

              б) 0,3xy = в) 5xy =       г) 10
3

x

y  =  
 

2. Нацртај го графикот на функциите:

          а) 1 5xy = −               б) 3 1xy = +               в) 2 1xy = +         г) 
21

2

x

y
+

 =  
 

3. За кои реални броеви x  и ,y   важи:

         а) 8 8x y= б) 3 3
x y
>      в) 3 3

2 2

x y
   

>      
   

4. Што е поголемо 
2
3a  или 

3
4a  ако: 

а) 1a >  б) 0 1a< < ? 

          Реши ги равенките: 

5. 0,5 1416 32x x− −= 6. 2 5 50x⋅ = 7. 4 6 2 8x x− ⋅ = −

8. ( ) 11 4 2 49 9 3
xx x x−− − += ⋅           9. 

1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

10. 4 2 12x x− =

11.
2 21 39 36 3 3 0x x− −− ⋅ + =

		  b) y = 0,3x		  c) y = 5x		 ç) 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА ФУНКЦИЈА. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
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Задачи 

1. Реши ги равенките:

а) 19
729

x =               б) 
1045 1, 25

5
x  = ⋅ 

 
в) ( )10 0,1 1000

x
⋅ =

2. Реши ги равенките:

         а) 0,5 1416 32x x− −=      б) 2 5 50x⋅ =       в) 
1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

       г) 
4

310 10xx −=

3. Реши ги равенките:

а) 25 6 5 5 0x x− ⋅ + =               б) 49 4 7 5 0x x+ ⋅ − =             

          в) 4 23 4 3 3 0x x− ⋅ + =              г) 1 215 2 15 2 135x x+ − +⋅ + ⋅ =    
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а) 1
2

x

y
−

 =  
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3
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y  =  
 
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21
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x
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 =  
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3. За кои реални броеви x  и ,y   важи:

         а) 8 8x y= б) 3 3
x y
>      в) 3 3

2 2

x y
   

>      
   

4. Што е поголемо 
2
3a  или 

3
4a  ако: 

а) 1a >  б) 0 1a< < ? 

          Реши ги равенките: 
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8. ( ) 11 4 2 49 9 3
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1
54 125 0

5 64

x
  − = 
 

10. 4 2 12x x− =

11.
2 21 39 36 3 3 0x x− −− ⋅ + =

2. Verilen fonksiyonların grafiklerini yazınız:
а) y =1 – 5x			  b) y =3x + 1		  c) y =2x + 1 		  ç) 
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 eğer
а) 	a >1			   b) 0 < a < 1?

Verilen denklemleri çözünüz:

5. 16x−0,5 = 3214−x				    6. 2·5x = 50					    7. 4x − 6·2x = −8

8. (9x−1)x−1 = 9x−4·32x+4		  9.	
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İfade 2log 8 3=  5log ( 3) 2m + =  
1

1 81
3

log 4=

logaritmanın değeri 3 2 4 

logaritmanın tabanı 2 5 
1
3

logaritması alınan 8 3m +  
1
81

2. LOGARİTMİK FONKSİYON. LOGARİTMİK DENKLEM

2.1.  Logaritma Kavramı

a ℝ , a > 0, a ≠ 1 olsun. y = ax fonksiyonunun grafiğini çizelim. y = b doğrusu, y 
= ax fonksiyonun grafiğiyle kesişebilir veya kesişmeyebilir. Şekil 1’den (a >1 için) ve 
şekil 2’den (0 < a <1)  y = b doğrusu, b > 0 durumunda y = ax fonksiyonunun grafiğini 
kestiğini, b ≤ 0 durumunda ise kesmediğini fark edebiliriz. 

18

							       Şekil 1											           Şekil 2

y = ax, a > 0, a ≠ 1 fonksiyonun tanım kümesi ℝ ve değerler kümesi ℝ+ olduğunu 
biliyoruz. Ayrıca, b > 0 durumunda ax

1 = b ve ax
1 = b eşitliklerinden x1 = x2 gerekir. Bu 

nedenle, b > 0 durumunda ax = b olacak şekilde tek olarak belli bir x reel sayısı vardır, 
fakat b ≤ 0 durumunda ax = b olacak şekilde x gerçek sayısı yoktur.

Tanım 1. a ℝ, a > 0, a ≠ 1 ve b ℝ+ olsun. ax = b eşitliğini sağlayan x reel sayısına 
a tabanına göre b nin logaritmi denir. Bunu

x = logab.biçiminde işaret ediyoruz.

x sayısına logaritmanın değeri, a sayısına logaritmanın tabanı ve b sayısına loga-
ritması alınan sayı denir.

Örnek 1.
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LOGARİTMİK FONKSİYON. LOGARİTMİK DENKLEM

a > 0, a ≠ 1, b > 0 için, tanım gereğince
		  ax = b  x = loga b

gerekir. Başka bir deyişle, a tabanlı (a > 0, a ≠ 1) olan pozitif bir b gerçek sayısının 
logaritması bir x reel sayısıdır ve bu sayı aslında a tabanının kuvvetidir. 

Eğer ax = b denkleminde x’i loga b ile değiştirirsek temel logaritma özdeşliğini elde 
ederiz

aloga b = b
Örnek 2. Aşağıdaki denklemlerin doğruluğunu kontrol edelim:

a) log3 9 = 2			   b) 

ЛОГАРИТАМСКА ФУНКЦИЈА. ЛОГАРИТАМСКА РАВЕНКА 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

			   c) 
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1log 2
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5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         
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3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
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1 12
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− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
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1log 24 12 2

4
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41 1

3 81
  = 
 
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1log 4.
81
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1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

a) log3 9 = 2 olduğu doğrudur çünkü  32 = 9 dur. 

b) 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
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1log
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Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 eşitliği doğrudur, çünkü 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx
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2
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=  е точно, бидејќи 
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в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 
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1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
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1 12
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1log 4.
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1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
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   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 dir.

c) 
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Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
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 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 çünkü  
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   
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 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

Alıştırma 3. Verilen ifadelerin değerini hesaplayınız:

а) 
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 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

			   c) 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

Çözüm. a) 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 olduğuna göre, 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 elde ederiz

Yoklama: 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 

b) 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 olduğundan 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 elde edilir. Yoklama: 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

c) 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
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.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 olduğundan 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 elde edilir. Yoklama: 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

Alıştırma 4. Tabanı 1
2

 ve logaritmi 4 olan sayıyı bulunuz.

Çözüm. 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 eşitliğinden 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

 gerekir. O halde aranılan sayı 1
16

 
elde edilir.

Alıştırma 5. Tanımdan 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

  olduğuna göre, a tabanını bulunuz.

Çözüm. Tanıma göre 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦ 

, yani  
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦  olduğuna göre 
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Согласно дефиницијата, за 0, 1, 0,a a b> ≠ >  имаме дека  
logx

aa b x b= ⇔ =  
Со други зборови, логаритам на позитивен реален број ,b  со основа а ( 0,a >  

1a ≠ ) е реален број x  со кој треба да се степенува основата а, за да се добие 
бројот .b  

Ако во равенството xa b=  го замениме x  со loga b  го добиваме основ-
ниот логаритамски идентитет  

loga ba b=  
 

Пример 2. Да ја провериме точноста на следниве равенства: 

а) 3log 9 2=             б) 4
1log 2
2

=            в) 5log 25 4=  

а) Точно е дека 3log 9 2,=  бидејќи 23 9=     

б) Равенството 4
1log 2
2

=  е точно, бидејќи 
1
24 4 2= =           

в) Имаме дека 5log 25 4,=  бидејќи ( )4
5 25.= ♦ 

 
Задача 3. Пресметај ја вредноста на изразите:         

а) 2
1log
4

                     б) 1
3

1log
81

                  в) 3log 9  

Решение. а) Заради 2
2

1 12
42

− = =  добиваме дека  2
1log 2.
4
= −      

Проверка:  2
1log 24 12 2

4
−= =  

б) Од  
41 1

3 81
  = 
 

 следува 1
3

1log 4.
81

=      Проверка: 
1
3

1log 4
811 1 1

3 3 81
   = =   
   

.♦ 

 

в) Од  ( )4
3 9=  следува дека 3log 9 4.=      Проверка: ( ) 3log 9

3 9= . ♦ 

 

 Задача 4. Најди го логаритмантот, ако основата е 1
2

 и логаритамот е  4.  

Решение. Од 
41 1

2 16
  = 
 

 следува 
1
2

1log
161 1 ,

2 16
  = 
 

 па логаритмантот  е 1 .
16

 ♦ 

Задача 5. Најди ја основата a  ако 1log 3.
8a =   

Решение. Од дефиницијата за логаритам имаме 3 1 ,
8

a =  односно 

3
3 1

2
a  =  

 
.  Значи 1 .

2
a = ♦  elde edilir.
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Alıştırma 6. Temel logaritmik özdeşliği kullanarak şunu hesaplayınız:
a) 5log5 2;		  b) 32+log3 2;		  c) 72–log7 5.

Çözüm. Temel logaritmik özdeşliğini kullanarak şunları elde ediyoruz: 
a) 5log5 2 = 2;		  b) 32+log3 5 = 32 · 3 log3 5 = 9 · 5 = 45;

c) 

Модуларна единица 2 
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Задача 6. Со помош на основниот логаритамски идентитет пресметај:  
а) 5log 25 ;                   б) 32 log 23 + ;                 в) 72 log 57 − . 

Решение. Со помош на основниот логаритамски идентитет добиваме  
а) 5log 25 2= ;         б) 3 32 log 5 log 523 3 3 9 5 45+ = ⋅ = ⋅ = ;                  

в) 7

7

2 log 5 2
log 5
1 1 497 7 49 .

5 57
− = ⋅ = ⋅ = ♦ 

 

Задачи  
1. Пополни ја следната табела: 

  Израз 6log 216 3=  4log 2
9x =  7log 49 4=  ( )log 2 5a b + =  25

1log 5
2

=  

  Логаритам      
  Основа на  
  логаритамот      

  Логаритмант      
 

2. Најди ја вредноста на логаритмите: 

а) 3
1log
9

               б) 0,1log 0,01                в) 3log 3             г) 1
5

log 5   

3. Користејќи ја дефиницијата за логаритам, најди го x  ако: 

а) 3
1log
2

x =          б) log 36 2x =          в) 5log 0x =             г) log 125 3.x =  

4. Најди ја вредноста на изразите: 
а) 5log 25                               б) 52 log 35    
5. Пресметај ја вредноста на изразите:  

а) 2 3log 8 log 9−                  б) 13
3

14log 27 3log
9

+    

6. За кои вредности на x изразот 2
0,2log ( )x x−  има смисла?  

 
 
2.2. Правила за логаритмирање  

 
Правила за логаритмирање 
 
Нека 0, 1, 0a a x> ≠ >  и 0.y >  
 
I. Правило за логаритам од производ:  log log loga a axy x y= +

Доказ. Ако loga xα =  и log ,a yβ =  тогаш имаме дека a xα =  и .a yβ =  Од 
0,x >  0y >  следува дека 0,xy >  па според тоа постои log .a xy  Тогаш  имаме 

дека log log log ,a a axy x ya xy a a a aα β α β ++= = ⋅ = =  од каде следува дека  
log log log .a a axy x y= +  ■ 

 
Пример 1. Со примена на правилото за логаритам од производ добиваме  

2 2 2 2 2log 6 log 2 3 log 2 log 3 1 log 3.= ⋅ = + = + ♦ 

Alıştırmalar
1. Verilen tabloyu doldurunuz:

2. Verilen logaritmaların değerlerini bulunuz:

a) log3
1
9

		  b) log0,10,001		  c) 

Модуларна единица 2 
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Пример 1. Со примена на правилото за логаритам од производ добиваме  

2 2 2 2 2log 6 log 2 3 log 2 log 3 1 log 3.= ⋅ = + = + ♦ 

3. Logaritma işleminin tanımından yararlanarak aşağıdakilerden x değeri belirtilsin: 

a) log3x = 1
2

	 b) logx 36 = 2		  c) log5 x = 0		  ç) logx 125 = 3.

4. Verilen ifadelerin değerini bulunuz:
a) 5log5 2			   b) 52log5 3                    
5.  Verilen ifadelerin değerini hesaplayınız: 

a) log28 – log39		  b) 

Модуларна единица 2 
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I. Правило за логаритам од производ:  log log loga a axy x y= +
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Пример 1. Со примена на правилото за логаритам од производ добиваме  

2 2 2 2 2log 6 log 2 3 log 2 log 3 1 log 3.= ⋅ = + = + ♦ 

6.  x’ in hangi değeri için 

Модуларна единица 2 
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 ifadesinin anlamı vardır?

2.2. Logaritmanın Temel Kurallar

Logaritma işleminin kuralları

  a > 0, a ≠ 1, x > 0 ve y > 0 olsun.

I. Bir çarpımın logaritmi: logaxy = logax + logay

İspat. α = logax ve β = logay olsun. O halde aα = x ve aβ = y dir. x > 0 ve y > 0 ko-
şulundan xy > 0 gerekir. O halde logaxy değeri vardır. Buna göre, alogaxy = xy = aα · aβ =  
aα +β = alogax + logay elde edilir. Oradan da şu sonuca varılır:

		  loga xy = loga x + loga y. 

Örnek 1. Bir çarpımın logaritması kuralını uygulayarak şunu elde ederiz:
		  log2 6 = log2 2 · 3 = log2 2 + log2 3 = 1 + log2 3. 
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Bir çarpımın logaritması kuralı sonlu sayıda çarpanlar olması durumunda da geçer-
lidir, yani x1 > 0, x2 > 0,..., xn > 0, için kuralı şu şekilde ifade edebiliriz:

		  loga (x1 · x2 · x3 ·...· xn ) = loga x1 + loga x2 + loga x3 +...+ loga xn

II. Bir Kuvvetin logaritmi: loga x
s = sloga x

İspat. α = loga x. olsun. x > 0 olduğuna göre xs > 0 gerekir. O halde loga x
s değeri 

vardır. alogaxs = xs = (alogax)s = aslogax olduğundan şu kuralı elde ediyoruz:
		  loga x

s = s loga x. 

Örnek 2. Bir kuvvetin logaritması kuralını uygulayarak şu örneği izleyiniz:
		  log3 81 = log3 3

4 = 4log3 3 = 4.

III. Bir bölümün logaritması kuralı: 

ЛОГАРИТАМСКА ФУНКЦИЈА. ЛОГАРИТАМСКА РАВЕНКА 
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Правилото за логаритам од производ важи и во случај на конечно многу 

множители, односно за 1 20, 0,..., 0,nx x x> > >  важи дека 

1 2 3 1 2 3log ( ... ) log log log ... loga n a a a a nx x x x x x x x⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = + + + +  
 
II. Правило за логаритам од степен:  log logs

a ax s x=  

Доказ. Нека log .a xα =  Од 0x >  следува 0.sx >  Тогаш постои log .s
a x  

Заради ( )log log logs
a a a

sx x s xsa x a a= = =  добиваме дека  

log log .s
a ax s x= ■ 

 
Пример 2. Со примена на правилото за логаритам од степен добиваме  

4
3 3 3log 81 log 3 4log 3 4.= = = ♦ 

 

III. Правило за логаритам од количник:  log log loga a a
x x y
y
= −   

Доказ. Знаејќи дека 1,x xy
y

−=  од правилото за логаритам од производ и ло-

гаритам од степен имаме дека  
1 1log log log log log log .a a a a a a

x xy x y x y
y

− −= = + = − ■ 

 
Пример 3. Со примена на правилото за логаритам од количник добиваме  

7 7 7 7 7
7log 0,7 log log 7 log 10 1 log 10.

10
= = − = − ♦ 

Како последица на правилото за логаритам со степен ,n m∈ ∈  , имаме 

log log log .
m

n m n
a a a

mx x x
n

= =  

 
Пример 4. Со примена на правилото за логаритам со степен имаме дека  

5
7 57 7

2 2 2 2
5 5log 32 log 2 log 2 log 2 .
7 7

= = = = ♦ 

 
Задача 5. Логаритмирај ги изразите: 

а)  
4

7
3x y

z
                        б) 

2

3 7
u w
t
+
+

                  в)  
2

3 .a b
c

 

Решение. Имаме дека  

а) 
4

4 7
7

3log log3 log log log log 3 4log log 7 logx y x y z x y z
z

= + + − = + + −  

б) 
2

2 3
3log log( ) log( 7)

7
u w u w t
t
+

= + − +
+

 

İspat.  olduğunu bilerek, çarpımın logaritması ve kuvvetin logaritması ku-

ralını uygulayarak şunu elde ederiz:

		

Örnek 3. Bir bölümün logaritması kuralını uygulayarak şu örneği izleyiniz:

		

Kuvvet logaritması kuralının bir sonucu olarak, her  için şunu elde ederiz:

		

Örnek 4.  Kuvvetin logaritması kuralını uygulayarak şu şekilde hareket ediyoruz:

		

Alıştırma 5. Verilen ifadelerin logaritmasını alınız:

a) 		  b) 		  c) 

Çözüm. Şu şekilde hareket ediyoruz:

a) 

b) 
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c) 

Ondalık logaritmalar

Aynı tabana göre hesaplanan tüm pozitif sayıların logaritmaları kümesine logaritmik 
sistem denir. 10 tabanına göre tertiplenen logaritmalara ondalık logaritmalar denir. 
Ondalık logaritmalar log x ile işaret edilir. burada 10 tabanı yazılmadığından genellikle 
lg x gösterimi de sıklıkla kullanılır, yani .

 Logaritma kuralları ondalık logaritmalar için de geçerlidir.

Örnek 6.  Aşağıdaki hesaplamaları izleyelim: 
a) 

b) 

Çözülen örnekten görüldüğü gibi, 1’den büyük ondalık birimin logaritmi pozitif bir 
tam sayı olduğu ve onluk birimdeki sıfır sayısı kadar birime sahip olduğu sonucuna 
varabiliriz. 1’den küçük ondalık birimin logaritmi negatif bir tam sayıdır ve ondalık 
birimin sıfır sayısı kadar birlere sahiptir. 

lg x bir rasyonel sayı olacak şekilde x reel sayısı verilmiş olsun, yani . 
O halde x = 10k. Bu nedenle,  biçiminde olmayan pozitif bir sayının ondalık 
logaritması bu durumda irrasyonel bir sayıdır. Ondalık gösterimde sonsuz sayıda onda-
lık basamağı vardır. bu yüzden, sayıyı 5 ondalık basamağa yuvarlama kuralının pratik 
uygulama olduğu ortaya çıkar.

Eğer A herhangi bir pozitif reel sayı ise, o zaman  olacak şekilde 
 vardır ve oradan  gerekir. Ondalık logaritmanın tanımına 

göre  doğrudur. Son eşitsizlikten  eşitsizliği elde edilir. 
Buna göre

		  ,  ve 
n sayısına karakteristik, α sayısına ise A sayısının logaritmasının mantisi denir. 

Başka bir deyişle, logaritmanın tam kısmına karakteristik, ondalık kısmına ise logarit-
manın mantisi denir. Bu nedenle, karakteristik pozitif, negatif bir tam sayı veya sıfır 
olabilirken, mantis 0 ile 1 arasında bir sayı olabilir.

Alıştırma 7. lg 495,27’nin karakteristiğini belirtiniz.
Çözüm. 100 ≤ 495,27 < 1000 olduğuna göre, lg100 ≤ lg 495,27 < lg1000, ya da  2≤ 

lg 495,27 < 3 elde edilir. Buna göre lg 495,27= 2 + α, burada 0 ≤ α < 1 dir. Demek ki lg 
495, 27’nin karakteristiği 2’dir. ♦

Alıştırma 8. lg 0,037’nin karakteristiğini bulunuz.
Çözüm. 0,01 < 0,037 < 0,1’den lg 0,01 < lg 0,037 <  lg 0,1 ya da -2 < log A < -1 dir. 

Bu nedenle, 0 ≤ α < 1 olduğu durumda  lg 0,037 = - 2 + α dir. lg 0,037’nin karakteristiği 
-1 dir. ♦
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Alıştırma 6 ve 7 den şu sonuca varılabilir: 1’den büyük sayıların karakteristiği, 
sayının tam kısmındaki basamak sayısından bir eksik olduğu,1’den küçük sayıların ka-
rakteristiği ise negatif sayıdır ve bu sayı sıfırdan farklı ilk rakamın solundaki sıfırların 
sayısı kadardır. 

Örnek 9. Hesap makinesini kullanarak buluyoruz:
a) lg 24,257 = 1,38484 
b) lg1278.13 = 3.10658 
c) lg 0,00257= –2,59007.

Alıştırma 10.  olduğuna göre,  ifadesinin ondalık lo-
garitmasını bulunuz. 

Çözüm. Logaritma kurallarını uyguluyoruz:

Alıştırmalar
1. Aşağıdaki ifadelerin logaritmasını alınız:

a) 		  b) 		  c) 

ç) 		  d) 		  e) 

2. Logaritmasının değeri bilinen x sayısını bulunuz:

a) 		  b) 

c) 		 ç) 

3.  ve  olduğuna göre, şu logaritmaların değerlerini yaklaşık 
olarak bulunuz:

a) 		  b) 

4.  Verilen logaritmaların karakteristiklerini yazınız:

a) 		  b) 

ç) 					    d) 
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2.3. Farklı Tabanlı Logaritmalar Arasındaki Bağıntılar

 olsun.

Logaritmada taban değiştirme kuralı: 

İspat. Temel logaritma özdeşliğini kullanarak  eşitliğin iki tarafının b ta-
banına göre logaritmasını alırsak  elde edilir, yani

		

Örnek 1. Logaritmanın taban değiştirme formülüne göre şu şekilde hareket ediyoruz:

Sonuç 1.  x = b ≠ 1 olduğu durumda  dir.

İspat. Taban değiştirme kuralına göre, ortak taban olarak b’ yi seçersek şunu elde 
edeceğiz:

		

Örnek 2. Taban değiştirme kuralının yukarıdaki sonucunu uygulamakla

		   elde edilir.

Sonuç 2.  durumunda  dir.

İspat. Sonuç 2’ yi ve kuvvetin logaritması kuralını uygulamakla

		   elde edilir. 

Örnek 3. Önceki sonucu uygulamakla

		   elde edilir.

Sonuç 3.  olduğu durumda  dir.

İspat. Önceki sonucu ve kuvvetin logaritması kuralını uygulamakla
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Örnek 4. Logaritmanın tabanına ait kuralın önceki sonucunu uygulamakla

		   elde edilir.

Örnek 5.  ve  olduğunu almakla lg5 6 değerini hesaplayalım:

		

Alıştırmalar
1. Verilen eşitlikleri ispatlayınız:
a) 
b) 

2.  ifadesinin değerini hesaplayınız.

3. Verilen ifadeleri en sade şekilde yazınız:
a) 		  b) 		  c) 

4.  olduğu durumda,  dir. İspatlayınız!

2.4. Logaritma fonksiyonun kavramı ve temel özellikleri

Logaritma fonksiyonun kavramı
Logaritmayı tanımlarken a > 0 ve a ≠ 1 durumunda loga x, her pozitif reel sayı x için 

tek olarak belli bir değere sahip olduğunu söylediğimizi hatırlayalım. Bu ise, yeni bir 
reel fonksiyon sınıfının tanıtılmasına olanak sağlamaktadır.

Tanım. a > 0 ve a ≠ 1 durumunda  şeklinde fonksiyona logaritma 
fonksiyonu denir.

Örnek 1. Aşağıdaki fonksiyonlar logaritma fonksiyonlarıdır: 
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Alıştırma 2. Aşağıdaki fonksiyonlardan hangileri:

a) 	 b) 	   c) 	 ç) 

logaritma fonksiyonudur?

Çözüm. c) ve ç) altındaki fonksiyonlar logaritmiktir.

Logaritma Fonksiyonunun Temel Özellikleri

 logaritma fonksiyonun tanımını ve   üstel 
fonksiyonun  özelliklerini kullanarak logaritma fonksiyonun aşağıdaki 
özelliklerine ulaşırız.

•  logaritma fonksiyonun tanım alanı  kümesidir, yani .
•  logaritma fonksiyonun değerler kümesi, gerçek sayılar kümesinin tama-

mıdır, yani .
•  logaritma fonksiyonun grafiği, I. dördül ve IV. dördülde olmak üzere 

sürekli fonksiyondur. 
•  logaritma fonksiyonun grafiği, x- eksenini (1,0) noktasında keser, x =1 

için  olduğunu elde ederiz.
•  logaritma fonksiyonu tüm  tanım aralığında a > 1 için,  monoton artan, 

0 < a < 1 durumunda ise monoton eksilendir.   

Örnek 3.  fonksiyonunun özelliklerini ifade edelim. 
Fonksiyonun tanım kümesi pozitif reel sayılar kümesidir, yani .
Fonksiyonun değerler kümesi reel sayılar kümesidir, yani .
Fonksiyonun grafiği I-dördülden ve IV-dördülden geçen ve x - eksenini (1,0) nokta-

sında kesen sürekli bir eğridir.
2 > 1 olduğuna göre, fonksiyon monoton artandır.

Alıştırma 4. Verilen logaritma fonksiyonun tanım aralığını bulunuz:

a) 	 b) 	   c) 	   ç) 

Çözüm. a) Fonksiyonun tanım aralığı, pozitif reel sayılar kümesidir, .
b)  Fonksiyonun tanım aralığı, pozitif reel sayılar kümesidir, .
c) x + 3 > 0 olduğuna göre, tanım aralığı  dir.
ç) Tanım aralığı pozitif reel sayılar kümesidir, .
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Alıştırma 5. Verilen fonksiyonların monotonluğunu belirtiniz: 

a) 		 b) 		  c) 		  ç) 

Çözüm. a) ve ç) şıklarındaki fonksiyonlar logaritmanın tabanı 1’den büyük olduğu 
için monoton olarak artmaktadır, b) ve c) şıklarındaki fonksiyonlar ise, logaritmanın 
tabanı 0 ile 1 arasında bir gerçek sayı olduğundan monoton eksilendir. 

Alıştırma 6. Logaritmik fonksiyonların özelliklerinden yararlanarak, hangi sayı daha 
biyik olduğunu gösteriniz:

a)  veya 	 b)  veya 

Çözüm. a) Logaritma fonksiyonunun monotonluğundan  dir, çünkü  
 ve 3 > 1 dir.

b) Logaritma fonksiyonunun monotonluğundan  dir, çünkü  ve  
 dir.

Alıştırmalar
1. Aşağıdaki fonksiyonlardan hangisi logaritma fonksiyonudur:

a) 		  b) 		 c) 		 ç) 

2. Aşağıdaki logaritma fonksiyonların özelliklerini ifade ediniz:

a)	 		  b)	 		  c)  

3. Aşağıdaki logaritma fonksiyonların tanım kümesini bulunuz:

a) 			   b) 		  c) 

ç) 		  d) 

4. Aşağıdaki logaritma fonksiyonların monotonluğunu inceleyiniz:

a)  		  c) 

5.   Verilen eşitsizliklerde hangisi büyüktür, a yoksa b?

a) 		  b) 
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2.5. Logaritma fonksiyonunun grafiği

Şimdi  logaritma fonksiyonunun grafiğini seçilen bir xOy kartezyen koor-
dinat sisteminde çizeceğiz. Logaritma fonksiyonun grafiğiyle ilgili önceki dersimizde 
belirttiğimiz özelliklerden, grafiğin sürekli bir eğri olduğunu ve x – eksenini (1,0) nok-
tasında kestiğini biliyoruz.

Örnek 1.  fonksiyonunun grafiğini çizelim. 
Tabloyu kullanarak grafiğin birkaç noktasını buluyoruz:

Tablodaki fonksiyonun değerlerini şu şekilde elde ettiğimizi belirtelim:

Daha sonra, bunları seçilen xOy dik koordinat sisteminde uyguluyoruz.  fonk-
siyonu monoton artan bir fonksiyon olduğunu göz önünde bulundurarak daha fazla nokta 
seçerek fonksiyonun grafiğinin sezgisel bir temsilini tasarlıyoruz (şekil 1).

x’in değerleri 0’a yaklaştıkça fonksiyonun karşılık gelen değerlerinin sınırsız olarak 
azaldığını fark edebiliriz. Bu demektir ki, fonksiyonun grafiği y – eksenine yaklaştığı 
ancak hiçbir zaman y – ekseniyle kesişmeyeceği veya ona dokunmayacağı anlamına 
gelir. Bu durumda y – ekseni  fonksiyonunun grafiğinin asimptotu olduğunu 
diyoruz.

Şekil 1
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Örnek 2.  fonksiyonunun grafiğini çizelim.

Önceki örnekte olduğu gibi benzer şekilde, tabloyu kullanarak grafiğin birkaç nok-
tasını buluyoruz:

Tablodaki fonksiyonun değerlerini şu hesaplamalarla elde ediyoruz:

Elde edilen noktaları xOy dik açılı koordinat sisteminde göçürüyoruz. 

fonksiyonu monoton eksilen olduğunu göz önünde bulundurarak, daha çok noktaların 
belirtilmesiyle, fonksiyonun grafiğinin şeklini sezgisel olarak tasarlıyoruz (şekil 2).

							       Şekil 3											           Şekil 4

Şekil 2

x’in değerleri 0’a yaklaştıkça fonksiyonun karşılık gelen değerlerinin sınırsız olarak 
arttığını fark edebiliriz. Bu demektir ki, fonksiyonun grafiği y – eksenine yaklaştığı 
ancak hiçbir zaman y –  ekseniyle kesişmeyeceği veya ona dokunmayacağı anlamına 
gelir. Bu durumda y –  ekseni  fonksiyonunun grafiğinin asimptotu olduğunu 
diyoruz.
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Önceki örneklerden elde edilen sonuç, genel durum için de geçerlidir. Daha doğrusu, 
a > 1 için, x’in değerleri 0’a yaklaştıkça, fonksiyonun karşılık gelen değerleri sınırsız 
azalır, yani y – ekseni  fonksiyonunun grafiğinin asimptotudur (Şekil 3).

Benzer şekilde, 0 < a < 1 durumunda, x’in değerleri 0’a yaklaştıkça, fonksiyonun 
karşılık gelen değerleri sınırsız olarak artar, yani y-ekseni  fonksiyonunun 
grafiğinin asimptotudur (Şekil 4).

Örnek 4. Aynı koordinat sisteminde  ve  fonksiyonların grafikleri-

ni çizelim.  olduğuna göre, onlar x-eksenine göre simetriktirler (şekil 5).

Bu örneğin sonucu genel durumda da geçerlidir.  eşitliği nedeniyle 

 ve  fonksiyonların grafikleri x-eksenine göre simetriktirler.

Şekil 5

Şekil 6
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Örnek 5.  ve  fonksiyonlarının grafiklerini aynı koordinat sis-
teminde çizersek, bunların y- eksenine göre simetrik olduğunu fark edeceğiz (Şekil 6).

Önceki örnekten çıkan sonuç genel durum için de geçerlidir, yani fonksiyonların 
grafikleri  ve  y– eksenine göre simetriktir.

Örnek 6.  fonksiyonunun grafiği,  fonksiyonunun grafi-
ğinden iki adımda elde edilir:

•	 y = log₂(x–1) fonksiyonunun grafiği, y = log₂x fonksiyonunun grafiğinin 1 birim 
sağa ötelenmesiyle elde edilir.

•	 y = log₂(x–1) + 2 fonksiyonunun grafiği, y = log₂(x–1) fonksiyonunun grafiğinin 
2 birim yukarı ötelenmesiyle elde edilir (şekil 7).

Logaritmik fonksiyon y = loga x, a > 0, a ≠ 1 pozitif reel sayılar kümesinde monoton 
olduğundan, en küçük ve en büyük değere sahip değildir.

Alıştırma 7. Logaritmaların işaretini belirleyin:
a) 		  b) 

Çözüm. a) Logaritmanın tabanı 8 > 1’dir.  ve x = 0.6 < 1 logaritmik 
fonksiyonunun grafiğini göz önünde bulundurursak,  sonucuna varırız.

b) Logaritmanın tabanı 0 < 0.8 < 1’dir.  ve x = 0.2 < 1 fonksiyo-
nunun grafiğini göz önünde bulundurursak,  sonucuna varırız.

Alıştırmalar
1. Verilen fonksiyonların grafiklerini çiziniz:
a) 		 b) 		  c) 		  ç) 

2. Verilen fonksiyonların grafiklerini çiziniz:
a) 			   b) 		  c) 

Şekil 7
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3. Verilen logaritmaların işaretini belirtiniz: 
a) 		  b) 		 c) 		  ç) 

4. x’in hangi değeri için,
a) 		  b) 		 c) 

logaritma fonksiyonları pozitif değerler alır, hangileri için ise negatif değerler alır?

2.6. Logaritmik Denklemler

Bilinmeyen en az bir logaritması aranılan ifadenin içinde ya da logaritma tabanında 
olan denklemlere logaritmik denklemler denir.

Örnek 1. Verilen denklemler logaritmik denklemlerden örneklerdir:

Alıştırma 2. Verilen denklemlerden hangileri logaritmik denklemlerdir:
a) 	 b) 		 c) 

Çözüm. a) ve c) şıklarındaki denklemler logaritmiktir, b) şıkkındaki denklem ise 
logaritmik değildir; çünkü bilinmeyen, logaritmada veya en az bir logaritmanın taba-
nında değildir.

Bazı logaritmik denklemlerin çözümü
Logaritmik denklemleri reel sayılar kümesinde çözeceğiz. Logaritmik denklemlerin 

tüm sınıfını kapsayacak genel bir çözüm kuralı yoktur. Bu nedenle amacımız logarit-
manın tanımını, logaritmanın kurallarını ve logaritmik fonksiyonun özelliklerini uygu-
layarak bazılarını çözmektir.

Aşağıda bazı logaritmik denklem türlerini çözmeye çalışacağız. a > 0, a ≠ 1 olsun.

I.  cinsinden logaritmalı denklemlerin çözümü

Logaritmanın tanımından şu eşitlik gerekir: 

Alıştırma 2. Denklemleri çözünüz:
a) 		  b) 		  c) 

Çözüm. a) Logaritmanın tanımından, verilen  denkleminin x + 5 = 33 
denklemine denktir, yani çözümü x + 5 = 27 lineer denklemin çözümüne eşit olduğu 

sonucuna varılır ve çözümü x = 22 dir.  
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b) 

 ve .
c) 

Şıkkındaki logaritmik denklemi çözmek için kuvvetin logaritması kuralını kullanır-
sak şunu elde ederiz:

		

Denklemin yalnızca iki çözümünü elde ettik, çünkü kuvvetin logaritması kuralını 
yanlış uyguladık, yani  eşitliği sadece b > 0 durumunda doğrudur. 
Şöyle yazarsak kuvvetin logaritması kuralının kullanımı doğru olacaktır.

II.  biçiminde logaritmik denklemlerin çözümü

 denkleminin çözümleri  denkleminin çözülmesiyle 
elde edilir.  denkleminin her çözümü,  denkleminin de 
çözümüdür. Genel olarak bunun tersi geçerli değildir, dolayısıyla  denkle-
minin elde edilen çözümlerini denklemin aslı olan  denklemde 
kontrol edeceğiz.

Alıştırma 3. Verilen denklemleri çözünüz:

a) 		  b) 
Çözüm. a)  denkleminin çözümleri   

denkleminin çözümüyle elde edilir, yani  ikinci dereceden denklemi çöz-
mekle elde edilir. Ancak ikinci dereceden denklemin her çözümü, logaritmik denklemin 
çözümleri değildir, dolayısıyla ikinci dereceden denklemin elde edilen çözümleri x1=3 
ve x2 = 5 değerlerini  logaritmik denklemde kontrol edeceğiz.

Yoklama: x = 3 için  , yani  elde 
ederiz, dolayısıyla x = 3 çözümü logaritmik denklemin çözümü değildir.

x = 5 için   yani  elde edilir. 
Demek ki, verilen logaritmik denklemin çözümü x = 5’tir.
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b )   d e n k l e m i n i n  ç ö z ü m l e r i , 
 denkleminden, yani  ikinci derece denk-

lemin çözülmesiyle elde edilir. Elde edilen çözümler x1 = 5 ve  değerlerini  
logaritmik denklemde kontrol edeceğiz.

Yoklama: x = 5 için,  , yani lg(- 37) = lg(- 37) 
elde edilir, bu ise mümkün değildir.  

x = 5 için,  elde edilir. Bu 

ise mümkün olmayan  bir eşitliktir.

Demek ki, verilen logaritmik denklemin gerçek çözümü yoktur. 

III. �  ve  şeklinde denklemlere dönüşebilen  
denklemler 

Alıştırma 4. Verilen denklemleri çözünüz:
a) 		  b) 

c) 

Çözüm. a) Bir çarpımın logaritması kuralından  denkle-
mi  denklemiyle denk olduğunu elde ediyoruz. Son denklemin 
çözümleri  ikinci dereceden denklemin çözülmesiyle elde edilir. Daha 

önce de söylediğimiz gibi, ikinci dereceden denklemin her çözümü x1= 4 ve   

logaritmik denklemin de çözümü olmayabilir. Elde edilen çözümleri hemen kontrol 

ederek, yani x = 4’ü ve ardından  ‘ü değiştirerek, verilen denklemin sadece bir 
çözümü x = 4 olduğunu elde edilir.

b)  Bi r  bölümün logar i tmas ı  kura l ın ın  göre ,  ver i  len  denklem 

 denklemiyle denk olduğunu, yani   

denklemiyle denktir. Son denklemin çözümleri,  denklemin çözü-

müyle, bu ise  denklemine denk olarak, çözümleri x1= 5 ve x2= 2 dir. 
Çözümleri verilen denklemde doğrudan x = 5’i ve ardından x = 2’yi değiştirerek çözümü 
olup olmadığını yokluyoruz. Sonuç olarak denklemin x = 5 olmak üzere bir tek çözümü 
olduğunu buluyoruz.

c)  denkleminde,  ile değiştirmekle denklem   
ikinci dereceden denkleme dönüşür ve çözümü  t1 =1 ve t2 = - 4 tür. Bu şekilde  
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yani lg 2x = 1 denklemi elde edilir. Oradan 2x = 10 denklemi, dolayısıyla x = 5 çözümü 
elde edilir.  denklemin çözümü olmadığına göre verilen denklemin bir tek 
çözümü vardır; x = 5.  

Alıştırma 5. Verilen denklemleri çözünüz:
a) 		 b) 

Çözüm. a) Logaritma işleminin kurallarını uygulayarak şu şekilde hareket ediyoruz: 

Yoklama: 
Denklemin çözümü x = 16 dır.
b) Logaritma işleminin kuralları gereğince 

elde edilir. Elde edilen denklemde  yazarak,  denklemini elde 
ediyoruz. Bu denklemin çözümü t =1 olduğuna göre,  elde edilir. Oradan da x 
= 3 elde edilir. 

Yoklama: 
Denklemin çözümü e x = 3 tür.

Alıştırma 6.  denklemini çözünüz. 
Çözüm. Verilen denklem grafiksel olarak çözülebilir. Denklemin sol tarafı  

logaritmik fonksiyon, sağ tarafı ise  lineer fonksiyondur. Her iki fonksiyonun 
grafiğini aynı koordinat sistemi üzerinde çiziyoruz (şekil1). Grafikler bir M noktasın-
da kesişir. M noktasından x- eksenine bir dikme çizerek x-eksenini kestiği noktada 

 denkleminin çözümünü okuyoruz. Görüldüğü gibi çözüm x = 2 dir.

Şekil 1
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Alıştırmalar

Aşağıdaki logaritmik denklemleri çözün:
1. 		  2. 		 3. 

4. 		  5. 			  6. 

7. 	

Verilen denklemleri grafiksel şekilde çözünüz:
8. 		  9. 

PEKİŞTİRME ALIŞTIRMALARI
1. Logaritma işleminin tanımından yararlanarak verilenlerden x‘i bulunuz:

a) 		  b) 		  c) 

ç) 		  d) 			  e) 

f) 		  g) 		  ğ) 

2. Verilen ifadelerin logaritmini alınız:
a) 		  b) 		 c) 		  ç) 

d) 		  e) 		 f) 

3. Logaritmi bilinen x sayısını bulunuz.
a) 		  b)  

c) 				    ç) 

d) 

4. Logaritma işlemini kullanarak verilen ifadelerin değerini hesaplayınız: 

a) 		  b) 

ç) 			  d) 

5. Verilenlerin tabanını değiştiriniz:

a)  ile 4		  b)  ile 		  c)  ile 
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6. Farklı tabanlı logaritmaların bağıntılarından yararlanarak, verilenleri en sade şe-
kilde yazınız:

a) 		  b) 

7. Verilen ifadelerin değerlerini hesaplayınız: 

a) 

b) 

8. Verilen fonksiyonların grafiklerini çiziniz:

a) 		 b) 		 c) 		  ç) 

9. Verilen ifadenin tanımlı olduğu tüm reel sayıları bulunuz:

a) 		  b) 		  c) 		  ç) 

Verilen denklemleri çözünüz:

20. Verilen denklemleri çözünüz:

a) 		  b) 
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3. HERHANGİ BİR AÇININ TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARI

3.1. Açı Ölçümü. Açı Kavramının Genişletilmesi

Düzlem geometrisinden daha önce bildiğiniz birkaç tanımı hatırlayalım. Bilindiği 
gibi, ortak bir başlangıç noktasına sahip iki yarı doğru düzlemi iki parçaya böler ve bu 
yarı doğrular parçaların sınırları olarak ortaya çıkar.

Tanım 1. Ortak bir başlangıç noktasına sahip yarı doğruların ve düzlemin parçala-
rından birinin birleşimi açı olarak adlandırılır.

Şekil1’de ortak bir başlangıç noktası olan O’ya sahip iki yarı doğru [OA) ve [OB) 
gösterilmiştir. Yarı doğrular açının kenarları olarak adlandırılır, ortak başlangıç nokta-
ları O açının tepe noktası olarak adlandırılır ve kenarlarda bulunmayan tüm noktaların 
kümesi açının iç bölgesi olarak adlandırılır.

Şekil 1

Ortak bir başlangıç noktası olan O’ya sahip yarı doğrular [OA) ve [OB) iki açı belir-
ler, bunları ∠AOB (veya ∠BOA) olarak işaretleriz. Açı işareti olarak Yunan harflerinden 
α, β, γ... de kullanılır, bu nedenle ∠AOB = α yazabiliriz. [OA) ve [OB) yarı doğruları 
çakışıyorsa, ∠AOB açısı tam açı olarak adlandırılır.

Bir açının büyüklüğünü ifade etmek için farklı yollar vardır. Şimdiye kadar, açıları 
ölçmek için en sık kullandığımız ölçü birimi derecedir.

Bir derece (1°), tam açının 360’ta birine eşit olan bir açı ölçme birimidir. Daha küçük 
bir ölçü birimi, bir derecenin 60’ta birine eşit olan bir dakikadır (1’) ve bir dakikanın 
60’ta birine veya bir derecenin 3600’de birine eşit olan bir saniyedir (1”). Buna göre:

Bu eşitliklerin yardımıyla, verilen bir açıyı ondalık derece biçimine ve tersine dö-
nüştürebiliriz.

Örnek 1. 23°34’12” açısı ondalık derece biçimine dönüştürüldüğünde:

Örnek 2. 47.512° açısı derece, dakika ve saniye olarak yazıldığında:

ve
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Bir dairede, aynı merkez açılara aynı uzunlukta dairesel yaylar karşılık gelir ve tersi 
de geçerlidir, bu nedenle verilen bir açının büyüklüğü farklı şekillerde ifade edilebilir. 
Çizim 2’de, farklı yarıçaplara sahip dairelerde, aynı merkez açıya, ilgili yarıçapların 
büyüklüğüyle orantılı olarak farklı uzunluklarda dairesel yayların karşılık geldiğini 
görebiliriz.

Şekil 2

Tanım 2. Bir dairesel yayının uzunluğu, bu dairenin yarıçapının uzunluğuna eşit olan 
bir dairedeki merkez açının büyüklüğü bir radyan olarak adlandırılır ve 1rad olarak 
gösterilir.

Tanıma göre, R yarıçaplı tüm dairenin merkez açısı olan tam açıda, ilgili dairesel 
yayın uzunluğunun 2πR olduğu, yani açının büyüklüğünün 2πrad olduğu sonucu çıkar. 
Öte yandan, bu açı 360°’ye sahiptir, bu nedenle eşitleyerek 360° = 2πrad elde edilir. 
Buradan şu sonuç elde edilir:

veya  dir (şekil 3).

Şekil 3

Örnek 3. Verilen açıların radyan cinsinden yazılışı: 

a) 

b) 
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Örnek 4.  Verilen açıların derece cinsinden yazılışı:

a) 

b) 

Not. Gelecekte, bir açının yanında herhangi bir ölçü birimi işareti yoksa, radyan 
cinsinden verildiğini varsayacağız.

∠AOB açısı, kenarlarının birinin O tepe noktası etrafında döndürülmesiyle elde edilen 
bir şekil olarak düşünülebilir (Şekil 4). OA kenarını düzlemde sabitlersek ve OB kena-
rını O noktası merkezli dönüşünü gözlemlersek, o zaman yönlendirilmiş veya yönlü 
açıdan bahsediyoruz. Dönüş saat yönünün tersine olduğunda açı pozitif yöne, dönüş 
saat yönüyle aynı olduğunda ise negatif yöne sahiptir. OA kenarına birinci kenar ve 
dönen OB kenarına ise ikinci kenar diyeceğiz. ∠AOB’nin pozitif bir açı olduğunu ve 
∠BOA’nın negatif bir açı olduğunu ve ∠AOB’nin tersi olduğunu söyleriz.

 Şekil 4

Yönlü Açılarla İşlemler

İki yönlendirilmiş açı α ve β'nin toplamı, α açısının ikinci kenarına β açısının 
birinci kenarını yerleştirdiğimizde elde edilen α + β açısıdır ve:

•	 α ve β aynı yöne sahipse, α + β de onlarla aynı yöne sahiptir (Şekil  5, a ve b).
•	 α pozitif ve β negatifse ve α’nın mutlak değeri β’nin mutlak değerinden büyük-

se, yani |α| > |β| ise, α + β pozitif yöne ve |α - β| büyüklüğüne sahiptir (Şekil  5, 
c).

•	 α negatif ve β pozitifse ve α’nın mutlak değeri β’nin mutlak değerinden büyük-
se, yani |α| > |β| ise, α + β negatif yöne ve |α + β| büyüklüğüne sahiptir (Şekil  
5, ç).

Şekil 5
				    a)						      b)						      c)								        ç)
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Örnek 5. Şekil 6’da α + β toplamı çizilmiştir, burada:

a) α = 30°, β = 60°					     b) α = 120°, β = -45° 

c) α = -25°, β = -40°					    ç) α = -58°, β = 30°

İki yönlü açının α - β  farkı, aslında α açısının β açısının tersi ile toplamıdır, yani 
α - β = α + (-β).

Örnek 6. β = 50° - 20° = 30°’nin değeri, α = 50° açısıyla aynı yöne sahip bir açıdır.
k ≠ 0 reel sayısının α yönlü açısı ile çarpımı, k > 0 için α açısının yönüyle aynı 

büyüklük ve yöne sahip bir açıdır ve k < 0 için tersidir.

Örnek 7. 3 · 60° = 180° çarpımı, α = 60° açısıyla aynı yöne sahip bir açıdır ve 
 çarpımı α = 45° açısının ters yönüne sahip bir açıdır.

Bir açının ikinci kenarı tam bir dönüş yaparsa ve ardından dönmeye devam ederse, 
pozitif yönde bir açı için 360°’den büyük bir açı veya negatif yönde bir açı için 360°’den 
küçük bir açı elde edilir. Bu durumda, açının ikincikenarının belirli bir genel açı β’yi 
tanımladığını söyleriz.

Genel açıyı aşağıdaki genel biçimde yazacağız:
β = α + k ·  360°, 0 ≤ α < 360° için, veya β = α + k · 2π, 0 ≤ α < 2π ve k ∈ Z \ {0}, β 

pozitif bir açı için;
β = α + k · 360°, -360° < α ≤ 0 için veya β = α + k · 2π, -2π < α ≤ 0 ve k ∈ Z \ {0}, 

β negatif bir açı için.
Burada k, pozitif veya negatif yönde dönüş sayısını (tam dönüşleri) gösterir.

Örnek 8. α = 30°’den sonra pozitif yönde üç tam dönüşten elde edilen açının genel 
biçimi 30° + 3 · 360° = 30° + 1080° = 1110°’dir, negatif yönde iki tam dönüşten sonra α 
= -30°’den elde edilen açının genel biçimi ise -30° - 2 · 360° = -30° - 720° = -750°’dir.

Alıştırma 1. Aşağıdaki açıları genel biçimde yazın:

a) 1250°			  b) -760°			  c) 9π			  ç) 

Şekil 6
				    a)						      b)								        c)							       ç)
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Çözüm. a) 1250° = 170° + 3·360°, bu da açının 170°’lik açıdan pozitif yönde üç tam 
dönüşle elde edildiği anlamına gelir. 

b) -760° = -40° + (-2)·360°, bu da açının -40°’lik açıdan negatif yönde iki tam dö-
nüşle elde edildiği anlamına gelir. 

c) 9π = π + 4·2π, bu da bu açının π radyanlık açıdan pozitif yönde dört tam dönüşle 
elde edildiği sonucuna varırız. 

ç) , bu da bu açının  radyanlık 

açıdan negatif yönde üç tam dönüşle elde edildiği sonucuna varırız.

Şekil 7
								        a)				    b)					     c)							       ç)

Alıştırmalar
1. Verilen açıları radyan cinsinden yazınız: 
a) 120°				    b) -270°				   c) 0°
2. Verilen açıları derece cinsinden yazınız:

a) 				   b) 				    c) 10

3.  Açıları genel biçimde yazınız: 

a) 1100°				   b) -680°				   c) 

4. Öğlen saat 12’den, öğleden sonra 20:10’a kadar zaman içinde saat yelkovanı ne 
kadar açı yapar?

3.2.Herhangi Bir Açının Trigonometrik Fonksiyonlarının Tanımı

Geçen yıl dik üçgende bir dar açının trigonometrik fonksiyonlarını öğrendiniz. Her-
hangi bir açının trigonometrik fonksiyonlarını birim çember yardımıyla tanımlıyoruz.

Tanım 1. Merkezi koordinat başlangıcında olan 1 yarıçaplı bir çember, birim çember 
olarak adlandırılır (Şekil 1).

∠AOB açısının köşesi koordinat başlangıcıyla çakışır, ilk kenar OA x-ekseninin 
pozitif kısmında yer alır. İkinci kenar OB, merkezi O olan dönen kenardır. Bu kenarın 
konumu ∠AOB açısının konumunu belirler. Yani, ∠AOB açısının hangi dördülde olduğu, 
OB kenarın hangi dördülde olduğuna bağlıdır ve tersine. İkinci kenarı eksenlerle çakışık 
olan açılara dördül açıları denir.
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Örnek 1. ∠AOB = 200° açısı III. dördüldedir, çünkü OB kenarı o bölgededir, ∠AOB 
= -300° açısı I. dördüldedir, çünkü OB kenarı o bölgededir.

Alıştırma 1. Aşağıdaki açılar hangi dördüldedir?
a) α = -130°			   b) α = 750°			  c) α = -460°			   d) α = 1250°

Çözüm. a) α = -130° = 230° + (-360°), bu nedenle α III. dördüldedir . 
b) α = 750° = 30° + 2·360°, bu nedenle α I. dördüldedir. 
c) α = -460° = 260° + (-2)·360°, bu nedenle α III. dördüldedir. 
d) α = 1250° = 150° + 3·360°, bu nedenle α II. dördüldedir.

OM kenarı ile herhangi bir ∠AOM açısını alalım. N noktasının koordinatları (x₀, y₀) 
ise, açının kosinüs ve sinüs trigonometrik fonksiyonlarının değerleri, sırasıyla N nokta-
sının apsisi ve ordinat değerleri olarak tanımlanır (Şekil 1) veya

cos α = x₀ ve sin α = y₀

Şekil 1

Sinüs ve kosinüs fonksiyonlarının tanımından, değerlerinin [-1, 1] aralığında değiştiği 
sonucu elde edilir.

Alıştırma 2. Aşağıdaki açılar için sin α ve cos α fonksiyonlarının değerlerini bulunuz:

a) 		  b) 		 c) 		  ç) 

d) 		 e) 		  f) 

Çözüm. Önce çemberin eksenlerle kesişim noktalarını işaretleyelim.

Şekil 2
				    a)								        b)							       c)							       ç)
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a) N noktası M(1,0) noktasıyla çakışır, bu nedenle cos 0° = 1 ve sin 0° = 0 (Şekil 2a).

b) N noktası P(0,1) noktasıyla çakışır, bu nedenle  (Şekil 2a).

c) N noktası Q(-1,0) noktasıyla çakışır, bu nedenle cos π = -1 ve sin π = 0 (Şekil 2a).

ç) N noktası T(0,-1) noktasıyla çakışır, bu nedenle  (Şekil 2a).

d) ON1N üçgeni N1 köşesinde dik açılı ikizkenar dik üçgendir.  olduğundan 

 yani  (Şekil 2b).

e)  noktası için, 

				     ve  dir (şekil 2c)

f) N noktası P(0,1) noktasıyla çakışır, bu nedenle 

				     ve  (şekil 2ç).

Sinüs ve kosinüs fonksiyonlarını sadece açının ikinci kenarının trigonometrik 
çemberle kesişim noktasının koordinatları aracılığıyla tanımladığımız için, şunu elde 
ediyoruz:

sin(α + 2kπ) = sin α ve cos(α + 2kπ) = cos α, k ∈ Z.

Her tam dönüşten sonra (pozitif veya negatif yönde), açının ikinci kenarının başlangıç 
konumuna döndüğü kolayca gözlemlenir, yani sinüs ve kosinüs değerleri tekrarlanır. Tri-
gonometrik fonksiyonların bu özelliği periyodiklik olarak adlandırılır ve fonksiyonların 
aynı değere ulaştığı en küçük açı temel periyot olarak adlandırılır. Herhangi bir açının 
sinüs ve kosinüs fonksiyonları için bu 2π’dir, yani bu fonksiyonların temel periyodu 2π 
olan periyodik fonksiyonlar olduğunu söyleriz.

∠MON = α, biirinci kenarı OM olan herhangi bir açı olsun. N noktasının koordinat-
ları (x₀, y₀) ise, açının tanjant ve kotanjant trigonometrik fonksiyonlarının değerleri, 
sırasıyla N noktasının ordinatının ve apsisinin oranı olarak tanımlanır (Şekil 1), yani

x0 ≠ 0 için  ve y0 ≠ 0 için .

Herhangi bir α açısı için tan α trigonometrik fonksiyonunun değeri geometrik olarak 
şu şekilde belirlenebilir: M noktasından geçen ve y eksenine paralel olan x = 1 doğrusu, 
trigonometrik çemberin tanjantıdır ve tanjant ekseni olarak adlandırılır. α,  

açısının ikinci kenarı, k ∈ ℤ, tanjant ekseniyle kesişene kadar uzatırsak P noktasını elde 
ederiz (şekil 3). P noktasının koordinatları (1, y0) olduğundan, tanjant tanımına göre 
tan α = y0.
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Gerçekten de,  ise ve N1 noktası N noktasının x eksenindeki dik izdüşü-

mü ise,  ve  olur. OMP ve ON1N üçgenlerinin benzerliğinden, 

 elde ederiz.  ve  olduğundan,  elde ederiz.

Şekil 3

Herhangi bir α açısının kotanjant trigonometrik fonksiyonu, tanjant fonksiyonuna 
benzer şekilde belirlenir. Q(0,1) noktasından geçen y = 1 doğrusu x eksenine paraleldir. 
Trigonometrik çemberin tanjantıdır ve kotanjant ekseni olarak adlandırılır (Şekil 4). α 
≠ kπ, k ∈ Z için α açısının ikinci kolunu kotanjant ekseniyle kesişene kadar uzatırsak, 
P(x₀, 1) noktasını elde ederiz. O zaman kotanjant tanımına göre cot α = x₀’dır. Benzer 
şekilde, POQ ve ON1N üçgenlerinin benzerliğinden, 

 elde ederiz.

Şekil 4



46

Modüler Birim 3

Alıştırma 3. Aşağıdaki açılar için tan α ve cot α fonksiyonlarının değerlerini belir-
tiniz: 

a) 				    b) 				   c) 

ç) 			   d) 			   e) 

Çözüm. Önce çemberin eksenlerle kesişim noktalarını işaretleyelim (şekil 5a).

Şekil 5
								        a)							       b)							       c)	

a) N noktası M(1,0) noktasıyla çakışır, bu nedenle tan 0° = 0 ve cot α yoktur, çünkü 
açının ikinci kenarı ve kotanjant ekseni paraleldir, yani kesişmezler (Şekil 5a).

b) N noktası P(0,1) noktasıyla çakışır, bu nedenle  yoktur, çünkü açının ikinci kenarı 

ve tanjant ekseni paraleldir, yani kesişmezler ve  (şekil 5a).

c) ONN₁ üçgeni N₁ köşesinde dik açılı ikizkenar dik üçgendir.  olduğundan 

 yani  ve  (şekil 5b).

ç)  açısı birinci bölgededir ve c) şıkkından N(1,1) olduğu için, 

 (Şekil 5c).

d) N noktası L(0,-1) noktasıyla çakışır, bu nedenle  yoktur ve  
(Şekil 5a). 

e) N noktası Q(-1,0) noktasıyla çakışır, bu nedenle tan π = 0 ve cot π yoktur (Şekil 5a). 
Tanjant, ikinci kenar tanjant eksenine paralel olan tüm açılar için yoktur, yani 

, k ∈ ℤ için, kotanjant ise ikinci kenar kotanjant eksenine paralel olan tüm 

açılar için yoktur, yani α = kπ, k ∈ ℤ için.
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Üçüncü dördüldekii bir açının ikinci kenarının veya uzantısının, birinci bölgedeki bir 
açının ikinci kenarıyla çakıştığını görebiliriz. Benzer şekilde, ikinci ve dördüncü böl-
gedeki açılar için de geçerlidir, bu nedenle , k ∈ ℤ için sonucu çıka-
rabiliriz. Kotanjant için de benzer bir sonuç çıkarabiliriz, yani , k ∈ 
ℤ için (Şekil 6a ve 6b). Buna göre, tanjant ve kotanjant fonksiyonları temel periyodu π 
olan periyodik fonksiyonlardır.

Şekil 6

Alıştırmalar
1.	 Aşağıdaki açılar hangi bölgededir?

a) 		  b) 		 c) 

2.	 Aşağıdaki açılar için tüm trigonometrik fonksiyonların değerlerini bulun:

a) 			  b) 			  c) 		  ç) 

d) 		  e) 		  f) 		  g) 

3.	 Alıştırma 2’ deki açılar için, -α açısı için, tüm trigonometrik fonksiyonların de-
ğerlerini belirtiniz.

3.3. Herhangi Bir Açının Trigonometrik Fonksiyonlarının İşareti. 
Herhangi Bir Açının Trigonometrik Fonksiyonlarının Değişimi

Birinci ve ikinci dördüldeki noktaların ikinci koordinatının pozitif işarete sahip oldu-
ğu, üçüncü ve dördüncü bölgedeki noktaların ise negatif işarete sahip olduğu bilinmek-
tedir. Benzer şekilde, birinci ve dördüncü dördüldeki noktaların ilk koordinatı pozitif 
işarete sahipken, ikinci ve üçüncü dördüldeki noktaların ilk koordinatı negatif işarete 
sahiptir. Bu nedenle, trigonometrik fonksiyonların tanımından şu sonuca varabiliriz:

•	� Sinüs fonksiyonu, birinci ve ikinci bölgedeki her açı için pozitif işarete, üçüncü 
ve dördüncü bölgedeki her açı için negatif işarete sahiptir.

•	� Kosinüs fonksiyonu, birinci ve dördüncü bölgedeki her açı için pozitif işarete, 
ikinci ve üçüncü bölgedeki her açı için negatif işarete sahiptir (Şekil 1).

										          a)									         b)		
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•	� Tanjant fonksiyonu, birinci ve üçüncü bölgedeki her açı için pozitif işarete, ikinci 
ve dördüncü bölgedeki her açı için negatif işarete sahiptir.

•	� Kotanjant fonksiyonu, birinci ve üçüncü bölgedeki her açı için pozitif işarete, 
ikinci ve dördüncü bölgedeki her açı için negatif işarete sahiptir.

Şekil 1

Alıştırma 1. Verilen açıların işaretini belirtiniz: 
a) sin 120°		  b) cos 200°		 c) tan 225°		 ç) cot 310°		 d) sin 40°·cos 98°
Çözüm. a) 120° açısı ikinci bölgededir, bu nedenle sin 120° > 0. b) 200° açısı üçüncü 

bölgededir, bu nedenle cos 200° < 0. c) 225° açısı üçüncü bölgededir, bu nedenle tan 
225° > 0. ç) 310° açısı dördüncü bölgededir, bu nedenle cot 310° < 0. d) 40° açısı birinci 
bölgededir, bu nedenle sin 40° > 0, 98° açısı ise ikinci bölgededir, bu nedenle cos 98° 
< 0, dolayısıyla  sin 40°·cos 98° < 0 dır.

Tanım 1. Herhangi x₁, x₂ ∈ A için, x₁ < x₂ olduğunda f(x₁) < f(x₂) ise, f(x) fonksiyonu 
A kümesinde monoton artandır. Herhangi x₁, x₂ ∈ A için, x₁ < x₂ olduğunda f(x₁) > f(x₂) 
ise, f(x) fonksiyonu A kümesinde monoton azalandır.

α < β ve α ve β  birinci bölgeye ait iki açı olsun (şekil 2).

							       a)										          b)		

Şekil 2

Herhangi bir açının sinüs ve kosinüs fonksiyonlarının tanımından: 
 ve  elde edilir. Uzunlukların karşılaş-

tırılmasıyla  ve  , yani cos α > cos β ve sin α < sin β olduğu kolayca  
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anlaşılır, yani  aralığında açının artmasıyla sinüs fonksiyonu monoton artan, ko-

sinüs monoton azalan olduğunu görüyoruz.  Sinüs fonksiyonunun aldığı değerler artar, 
yani 0’dan 1’e doğru hareket eder. Kosinüs fonksiyonunun değerleri azalır, yani 1’den 
0’a doğru hareket eder.

Benzer şekilde, diğer bölgelerdeki fonksiyonların monotonluğu hakkında da sonuç 
çıkarabiliriz (Şekil 3). Sonuç olarak, sinüs fonksiyonunun birinci ve dördüncü bölgeler-
de monoton arttığını, ikinci ve üçüncü bölgelerde ise monoton azaldığını söyleyebiliriz. 
Kosinüs fonksiyonu birinci ve ikinci bölgelerde azalan, üçüncü ve dördüncü bölgelerde 
ise artan olduğu görülüyor.

Şekil 3

α < β olmak üzere α ve β birinci bölgedeki açılar olsun (Şekil 4). 
Herhangi bir açının tanjant ve kotanjant trigonometrik fonksiyonlarının tanımından, 

 ve  elde edilir.  Açıkça  ve  yani 

tanjant fonksiyonu monoton artan, kotanjant fonksiyonu ise  kümesinde açı arttık-

ça monoton azalandır. Bu sonuç, üçüncü bölgedeki açılar için de geçerli olacaktır, çünkü 
bu açılar için ikinci kenarın uzantısı birinci bölgedeki açıların ikinci kenarıyla çakışır.
Benzer şekilde, bu fonksiyonların ikinci veya dördüncü bölgedeki açılar için monoton-
luğu da belirlenir (Şekil 5).

						      Şekil 4											           Şekil 5



30°  45°  60°  

sinα  
1
2

2
2

3
2

cosα 3
2

2
2

1
2

tgα 3
3

1 3

ctgα 3 1 3
3
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İkinci bölgede tanjant fonksiyonu monoton artar, kotanjant ise monoton azalır. Bu 
ifade, dördüncü bölgedeki açılar için de geçerlidir, çünkü bu açıların ikinci kenarının 
uzantısı, ikinci bölgedeki açıların ikinci kenarıyla çakışır.

Alıştırma 2. Verilen farkın işaretini belirtiniz: 
a) 			   b) 
c) 			   ç) .
Çözüm. a) 95° ve 115° açıları ikinci bölgededir, sinüs fonksiyonu bu bölgede mono-

ton azaldığı için 95° < 115° olduğundan sin 95° > sin 115° yani sin 95° - sin 115° > 0.
b) cos 190° - cos 230° < 0, çünkü kosinüs fonksiyonu üçüncü bölgede monoton artar, 

yani 190° < 230° olduğundan cos 190° < cos 230°.
c) tan 312° - tan 345° < 0, çünkü tanjant fonksiyonu dördüncü bölgede monoton artar.
d) cot 27° - cot 74° > 0, çünkü kotanjant fonksiyonu birinci bölgede monoton azalır.

Alıştırmalar
1.	 İşareti belirtiniz: 
a) cos 120°			  b) sin 200°			  c) tan 125°			  ç) cot 130°
2.	 İşareti belirtiniz: 
a) sin 140° - cos 198°			   b) tan 190° - cos 208°			   c) sin 230° - cot 300°
3.	 Verilenlere göre, α açısı hangi bölgededir:
a) sin α · cos α > 0			   b) cos α · cot α < 0

3.4. Herhangi Bir Açının Trigonometrik Fonksiyonlarının Dar 
Açının Trigonometrik Fonksiyonlarına İndirgenmesi

Trigonometrik fonksiyonların indirgenmesinde kullanılacak formüllere geçmeden 
önce, dik üçgende bazı dar açıların trigonometrik fonksiyonlarının değerlerini hatırla-
yalım.



30°  45°  60°  

sinα  
1
2

2
2

3
2

cosα 3
2

2
2

1
2

tgα 3
3

1 3

ctgα 3 1 3
3
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β ikinci bölgede bir açı olsun (Şekil 1). N noktasının koordinatlarını (-x₀, y₀) olarak 
işaretleyeceğiz. N’ noktası y eksenine göre N noktasının simetrik noktası olarak işaretle-
yelim. O zaman N’ noktasının koordinatları (x₀, y₀) olur. NOM’ açısını α ile işaretlersek, 
simetri nedeniyle α = ∠MON’ olur. Buradan şunu elde ederiz:

cos β = -x₀ = -(x₀) = -cos α ve sin β = y₀ = sin α.

Şekil 1

Temel trigonometrik özdeşlikleri kullanarak şunu elde ederiz:

 ve 

β açısını β = π - α olarak yazabileceğimiz için şu formülleri elde ederiz:

Bu formüller yardımıyla ikinci bölgedeki bir açıyı birinci bölgedeki bir açıya indi-
rebiliriz.

Alıştırma 1. Dar bir açıya indirgeyerek hesaplayın:

a) 			  b) 

c)  		  ç) 

Çözüm. a) 

b) cos 115° = cos (180° - 115°) = cos 65° = -0.42262
c) tan 142° = tan (180° - 142°) = tan 38° = 0.78129

ç) 

β üçüncü bölgede bir açı olsun (Şekil 2) ve N noktasının koordinatlarını (-x₀, y₀) 
olarak işaretleyelim. N’  noktası O koordinat başlangıcına göre N noktasının simetrik 
noktası olarak işaretleyelim. N’ noktası birinci bölgededir ve (x₀, y₀) koordinatlarına 
sahiptir. α = ∠NOM’ ise, simetri nedeniyle α = ∠MON’ elde ederiz. O halde

 dir.



sin sin cos costg tg ,  ctg ctg .
cos cos sin sin

β − α β − α
β = = = α β = = = α

β − α β − α

0 0sin ( ) sin ,y yβ = − = − = − α  0cos cos ,xβ = = α
sin sintg tg ,
cos cos

β − α
β = = = − α

β α
 cos cosctg ctg .

sin sin
β α

β = = = − α
β − α

 

sin(2 ) sinπ−α = − α    cos(2 ) cosπ−α = α     
tg(2 ) tgπ−α = − α      ctg(2 ) ctgπ−α = − α .  
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Şekil 2

β açısını β = π + α olarak yazabileceğimiz için şu formülleri elde ederiz:

 Bu formüller yardımıyla üçüncü bölgedeki bir açıyı birinci bölgedeki 
bir açıya indirgeyebiliriz.

Alıştırma 2. Dar açıya indirgeyerek hesaplayınız:

a) 					    b) 

c) 				    ç) 

Çözüm. a) 

b) cos 202° = cos (180° + 22°) = -cos 22° ≈ -0.92718
c) tan 200° = tan (180° + 20°) = tan 20° ≈ 0.36997

ç) 

β dördüncü dördüle ait bir açı olsun (Şekil 3). N noktasının koordinatlarının (x₀, -y₀) 
olduğunu varsayalım. N’ ile x- eksenine göre N noktasının simetrik noktası olarak işa-
retleyelim. N’ noktası birinci dördüldedir ve (x₀, y₀) koordinatlarına sahiptir. α = ∠MON’ 
ise, simetri nedeniyle α = ∠MON elde ederiz. Buradan şunu elde ederiz:



sin sin cos costg tg ,  ctg ctg .
cos cos sin sin

β − α β − α
β = = = α β = = = α

β − α β − α

0 0sin ( ) sin ,y yβ = − = − = − α  0cos cos ,xβ = = α
sin sintg tg ,
cos cos

β − α
β = = = − α

β α
 cos cosctg ctg .

sin sin
β α

β = = = − α
β − α

 

sin(2 ) sinπ−α = − α    cos(2 ) cosπ−α = α     
tg(2 ) tgπ−α = − α      ctg(2 ) ctgπ−α = − α .  
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Şekil 3

β açısı β = 2π - α olarak yazılabildiğinden, şu formülleri elde ederiz:

Bu formüller yardımıyla dördüncü bölgedeki bir açıyı birinci bölgedeki bir açıya 
indirgeyebiliriz.

Alıştırma 3. Dar açıya indirgeyerek hesaplayınız:

				    a) 			   b) 

				    c) 			  ç) 

Çözüm. a) sin 288° = sin (360° - 72°) = -sin 72° ≈ -0.95106

b) 

c) 

ç) cot 359° = cot (360° - 359°) = cot 1° ≈ 57.290

α dar bir açı olsun, yani . O zaman dar açıya indirgeme for-
mülleri şunlardır:

ТРИГОНОМЕТРИСКИ ФУНКЦИИ ОД ПРОИЗВОЛЕН АГОЛ 
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Бидејќи аголот β може да се запише како β=2π−α, ги добиваме формулите: 
 
 sin(2 ) sinπ−α = − α        cos(2 ) cosπ−α = α     
  tg(2 ) tgπ−α = − α       ctg(2 ) ctgπ−α = − α .  
 
Со помош на овие формули ќе вршиме сведување на агол од четвртиот 

квадрант на агол од првиот квадрант. 
 
Задача 3. Со сведување на остар агол  пресметај: 

               а) sin 288o                   б) 7cos
4
π                 

            в) 11
6

tg π                     г) ctg 359 .o  

             Решение. а) sin 288 sin(360 72 ) sin 72 0,95106° = °− ° = − ° ≈ − , 

 б) 7 2cos cos 2 cos
4 4 4 2
π π π = π− = = 

 
,  

 в) 11 32
6 6 6 3

tg tg tgπ π π = π− = − = − 
 

,  

 г) ctg 359 ctg(360 -359 ) ctg1 57,290.o o o o= = ≈ ♦  
 

Нека α  е остар агол, т.е. 0 90 0
2
π ° < α < ° < α < 

 
. Тогаш формулите за 

сведување на остар агол се 
( )sin 180 sinα α°− =  ( )cos 180 cosα α°− = −  ( )tg 180 tgα α°− = −  ( )ctg 180 ctgα α°− = −  
( )sin 180 sinα α°+ = −  ( )cos 180 cosα α°+ = −  ( )tg 180 tgα α°+ =  ( )ctg 180 ctgα α°+ =  
( )sin 360 sinα α°− = −  ( )cos 360 cosα α°− =  ( )tg 360 tgα α°− = −  ( )ctg 360 ctgα α°− = −  

 
Ако се набљудува вредноста на синус од аглите α  и 360° −α  лесно се 

забележува дека тие се симетрични во однос на x -оската, па имаат спротивни 
вредности т.е. ( )sin sin 360α = − °−α . Познато е дека вториот крак на аголот 
360° −α  се совпаѓа со вториот крак на аголот −α , значи важи 

( ) ( )sin sin 360 sin−α = °−α = − α . Аналогно може да се заклучи дека 

( ) ( )tg tg ,ctg ctg−α = − α −α = − α , додека пак ( ) ( )cos cos 360 cos−α = °−α = α . 

α  ve  360° - α  açılarının sinüs değerleri gözlemlendiğinde, x eksenine göre simet-
rik oldukları ve dolayısıyla ters değerlere sahip oldukları kolayca görülür, yani sin α = 
-sin(360° - α).  360° - α açısının ikinci kenarının -α açısının ikinci kenarıyla çakıştığı 
bilinmektedir, yani sin (-α) = sin (360° - α) = -sin α olduğu sonucu çıkarılabilir. Benzer 
şekilde, tan (-α) = -tan α ve cot (-α) = -cot α sonuçları çıkarılabilirken, cos (-α) = cos 
(360° - α) = cos α olur.
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Her x için, f(-x) = -f(x) ve f(-x) = f(x) özelliklerine sahip olan fonksiyonlar ,sırasıy-
la tek ve çift fonksiyonlardır. Buna göre sinüs, tanjant ve kotanjant fonksiyonları tek, 
kosinüs ise çift fonksiyondur.

Geçen yıl, tümler açıların trigonometrik fonksiyonlarını öğrendiniz, yani şu formüller 
geçerlidir:

 ve 

Benzer şekilde, açının 90° + α,  270° - α  ve  270° + α  olduğu durumlarda bir trigo-
nometrik fonksiyonu indirgeme formülleri elde edilebilir, burada α dar bir açıdır. Ayrıca, 
her fonksiyon kendi kofonksiyonuna dönüşür, yani sinüs kosinüse, tanjant kotanjanta 
ve tersi dönüşür.

Alıştırmalar
1.	 Dar açıya indirgeyerek hesaplayın: 

a) 			   b) 

2.	 Dar açıya indirgeyerek aşağıdaki değerleri bulunuz: 
a) 			   b) 				    c) 		  ç) 
d) 			   e) 			   f) 			  g) 
ğ) 			   h) 				    ı) 			   i) 

3.	 İfadeleri sadeleştiriniz:

a) 				    b) 

4.	 Verilen ifadelerin değerlerini belirtiniz: 
a) 
b) 
c) 

ç) 
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3.5. Trigonometrik İfadelerin Sadeleştirilmesi

Geçen yıl, dik açılı bir üçgende her dar açı için doğru olan ve te-
mel trigonometrik özdeşlikler olarak bilinen bazı eşitliklerle tanıştık, yani 

 ve  

Eğer  noktası,α açısının ikinci kenarının çemberle kesişimi olarak elde edi-
len trigonometrik birim çember üzerindeki herhangi bir nokta ise, Pisagor teoreminden 

 elde edilir. Trigonometrik fonksiyonların sinüs ve kosinüs tanımlarından 
 elde edilir.

Tanjant fonksiyonunun tanımından  gerekir, yani  elde edilir. 

Benzer şekilde,  için,  elde edilir.

Son iki eşitliğin çarpımından 

 için,  elde edilir.

Örnek 1. Eğer  ve  ise, sinα, tanα ve cotα değerlerini bulunuz.

Çözüm.  olduğundan,  elde edilir. α açısı dör-
düncü dördülde olduğundan, sinüs, tanjant ve kotanjant fonksiyonları negatif işaretlidir, 
yani:

				  

elde edilir. Buradan  elde edilir. tanα ⋅ cotα=1 olduğundan, 

, yani  elde edilir.

Örnek 2. Eğer  ve  ise, sinα, cosα, cotα değerlerini bulunuz.

Çözüm.  olduğundan,  elde edilir. Temel trigonometrik özdeşlik 

 ifadesini  ile bölersek, şunu elde ederiz:
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Buna göre, α açısı üçüncü dördüle ait olduğuna göre    
elde edilir.  eşitliğinde değiştirmekle

elde edilir.
Not.  eşitliğini  ile bölersek

elde edilir.

 ve  eşitliklerinden şu bağıntılar elde edilir:

 ve 

Alıştırma 1. Verilen ifadeleri sadeleştiriniz:
a) 			   b) 
Çözüm.

a) 
b) 

Alıştırma 2. Verilen özdeşliği ispatlayınız:
a) 

b) 

Çözüm.  Eşitliğin sol tarafını dönüştürmekle şunu elde ediyoruz:

a) 

b)  
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Alıştırmalar

1.	  olsun. Aşağıdaki değerleri bulunuz:

	 a) sinα, eğer cosα = −0.6 ise				    b) sinα, eğer cotα=−2 ise.

2.	  olsun. Aşağıdaki değerleri bulunuz:

	 a) cosα, eğer  ise					     b) tanα, eğer  ise.

3.	 Aşağıdaki ifadeleri sadeleştiriniz:
	 a) 			  b) 			  c) 

4.	 Aşağıdakiler verilmiş olduğuna göre, diğer üç trigonometrik fonksiyonun değer-
lerini bulun:

		  a)  ve 				   b)  ve 

		  c)  ve 

5.	  ifadesini sadeleştiriniz.

3.6. Temel Trigonometrik Fonksiyonların Grafikleri

Trigonometrik fonksiyonların grafiklerini çizmeye başlamadan önce, fonksiyonları 
daha önce dereceler veya radyanlar cinsinden ifade ettiğimizi hatırlayalım.

Aşağıda, trigonometrik fonksiyonların grafiklerini çizecek ve bu fonksiyonların bazı 
özelliklerini inceleyeceğiz.

y = sinx Trigonometrik Fonksiyonunun Grafiği

Trigonometrik birim çember yardımıyla öğrendiğimiz y = sinx trigonometrik fonk-
siyonunun temel özelliklerini kullanarak grafiğini çizeceğiz.

•	 y = sin x fonksiyonu her reel sayı x için tanımlıdır. Bu, y eksenine paralel her 
doğrunun fonksiyonun grafiğini tam olarak bir noktada kestiği anlamına gelir.

•	 y = sin x fonksiyonu sınırlıdır, yani her x∈ℝ için −1≤sinx≤1 olur. Bu, grafiğinin 
y=−1 ve y=1 paralel doğruları arasında olduğu anlamına gelir.

•	 y = sin x fonksiyonu temel periyodu 2π olan periyodiktir. Bu, grafiğini uzunluğu 
2π olan bir aralıkta, örneğin [−π,π] aralığında çizmenin yeterli olduğu anlamına 
gelir. Fonksiyonun grafiğinin geri kalanı, grafiğin 2kπ, k∈ℤ kadar x- ekseni bo-
yunca ötelemekle elde edilir.
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•	 Fonksiyon y = sin x tektir, yani her x ∈ ℝ için sin(-x) = -sin x geçerlidir. Bu, 
grafiğinin orijine göre simetrik olduğu anlamına gelir, yani fonksiyon grafiğinin 
[-π, 0] aralığındaki kısmı, fonksiyon grafiğinin [0, π] aralığındaki kısmının orijine 
göre simetriğidir.

•	 Fonksiyon y = sin x’in  aralığındaki sıfırları x = 0 ve x = π’dir. Bu, fonk-
siyon grafiğinin x ∈ [0, π] için x-eksenini (0, 0) ve (π, 0) noktalarında kestiği 
anlamına gelir.

•	 Fonksiyon y = sin x, 0 < x < π için pozitiftir. Bu, fonksiyon grafiğinin x ∈ (0, π) 
için x-ekseninin üzerinde olduğu anlamına gelir.

•	  için sin x monoton artandır ve  için monoton azalır. [0, π] 

aralığındaki maksimum değeri 

[0, π] aralığında sinüs fonksiyonunun grafiğini çizmek için bu aralıktan birkaç açı 
seçeriz ve ardından o açıların büyüklüğüne karşılık gelen fonksiyonun değerini belir-
leriz. Sıralı nokta çiftlerini bir dik koordinat sistemine xOy  düzleminde yerleştiririz.

“y = sin x fonksiyonunun tek olduğunu göz önünde bulundurarak, [ -π, 0 ] aralığın-
daki grafiğin karşılık gelen noktalarına hemen sahibiz (Şekil 1).

Şekil 1

y = sin x fonksiyonu  aralığında artandır ve  aralığında azalandır. Fonk-

siyon tek olduğuna göre, [ -π, 0 ] aralığındaki grafik, [ 0, π ] aralığındaki grafiğin orijine 
göre simetriğidir. Buna göre, y = sin x fonksiyonunun [ 0, π ] aralığındaki grafiği Şekil 
1’deki gibidir.
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y = sin x fonksiyonunun periyodik olduğunu ve periyodunun 2π olduğunu göz önün-
de bulundurursak, y = sin x fonksiyonunun grafiği, x ∈ [-π, π] için elde edilen grafiğin 

 aralığında, x- ekseni boyunca  2kπ kadar ötelenmesiyle elde edilir. Böy-
lece, y = sin x fonksiyonunun grafiği, sinüsoid olarak adlandırılan sonsuz bir eğri elde 
ederiz (Şekil 2).

Şekil 2

y = sin x fonksiyonunun grafiğinden onun temel özelliklerini okuyabiliriz:
•	 Fonksiyon tüm reel sayılar üzerinde tanımlıdır.   
•	 Fonksiyon sınırlıdır, yani her x ∈ ℝ için,   -1 ≤ sin x ≤ 1  dir. 
•	 Fonksiyonun temel periyodu 2π olan periyodiktir. 
•	 Fonksiyon y = sin x tektir, yani her x ∈ ℝ için,  sin(-x) = -sin x  tir. 
•	 Fonksiyonun sıfırları x = kπ, k ∈ ℤ noktalarındadır. 
•	 Fonksiyonun maksimum değeri,   için,  dir. 

•	 Fonksiyonun minimum değeri,   için,  dir. 

•	 Fonksiyon  için monoton artandır ve

 için monoton azalandır.

•	� Fonksiyon  için pozitiftir ve    
için fonksiyon negatiftir.

y = cos x Trigonometrik Fonksiyonunun Grafiği

Benzer şekilde, y = cos x trigonometrik fonksiyonunun grafiğini çizmek için daha 
önce öğrendiğimiz özellikleri hatırlayacağız.

•	� y = cos x fonksiyonu her reel sayı x için tanımlıdır. Bu, y- eksenine paralel her 
doğrunun fonksiyon grafiğini tam olarak bir noktada kestiği anlamına gelir.

•	� y = cos x fonksiyonu sınırlıdır, yani her x ∈ ℝ için -1 ≤ cos x ≤ 1’dir. Bu, grafiğinin 
y = -1 ve y = 1 paralel doğruları arasında olduğu anlamına gelir.
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•	 y = cos x fonksiyonu, temel periyodu 2π olan periyodiktir. Bu, grafiğini sadece 
2π uzunluğunda bir aralıkta, örneğin [-π, π] aralığında çizmenin yeterli olduğu 
anlamına gelir. Fonksiyonun grafiğinin geri kalanı, [-π, π] aralığında elde edilen 
grafiğin x- ekseni boyunca 2kπ uzunluğundaki vektörlerle kaydırılmasıyla elde 
edilir, k ∈ ℤ.

•	 y = cos x fonksiyonu çifttir, yani her x için cos(-x) = cos x’tir. Bu, grafiğinin y 
eksenine göre simetrik olduğu anlamına gelir, yani fonksiyon grafiğinin [-π, 0] 
aralığındaki kısmı, fonksiyon grafiğinin [0, π] aralığındaki kısmının y eksenine 
göre simetriğidir.

•	 y = cos x fonksiyonu x ∈ [0, π] için  sıfırdır. Bu, fonksiyon grafiğinin x ∈ 

[0, π] için x eksenini  noktasında kestiği anlamına gelir.

•	 y = cos x fonksiyonu  için pozitiftir ve  için negatiftir. Bu, 

fonksiyon grafiğinin  için x ekseninin üzerinde,  için ise x 

ekseninin altında olduğu anlamına gelir.
•	 Fonksiyon x ∈ [0, π] için azalır. [0, π] aralığındaki maksimum değeri cos 0 = 1 

iken, [0, π] aralığındaki minimum değeri cos π = -1’dir.
xOy dik koordinat sisteminde, y = cos x fonksiyonunun [0, π] aralığındaki değerleri 

için aşağıdaki tabloda verilen noktaları çizeceğiz.

y = cos x fonksiyonunun çift olduğunu göz önünde bulundurarak, [-π, 0] aralığında-
ki grafiğin karşılık gelen noktalarını da elde ederiz (şekil 6). y = cos x fonksiyonu çift 
olduğuna göre, [-π, 0] aralığındaki grafiğinin, [0, π] aralığındaki fonksiyon grafiğinin y 
eksenine göre simetriği olduğu sonucu çıkar (şekil 3).
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Şekil 3

y = cos x fonksiyonunun grafiği, x ∈ (−∞, +∞) için, [−π, π] aralığında elde edilen 
grafiğin x ekseni boyunca 2kπ, k ∈ Z kadar ötelenmesiyle elde edilir. Bu sonsuz bir 
eğridir ve kosinüsoid olarak adlandırılır (şekil 4).

Şekil 4

y = cos x fonksiyonunun grafiğinden temel özelliklerini okuyabiliriz:
•	 Fonksiyon tüm reel doğru üzerinde tanımlıdır.
•	 Fonksiyon sınırlıdır, yani her x ∈ ℝ için -1 ≤ cos x ≤ 1’dir.
•	 Fonksiyonun temel periyodu 2π’dir.
•	 y = cos x fonksiyonu çifttir, yani her x ∈ ℝ için cos(-x) = cos x’tir.

•	 Fonksiyonun sıfırları  noktalarındadır.

•	� Fonksiyonun maksimum değeri ymax = 1, x = 2kπ, k ∈ ℤ için ve minimum değeri 
ymin = -1,  x = (2k + 1)π, k ∈ ℤ için.

•	� Fonksiyon ((2k + 1)π, (2k + 2)π), k ∈ ℤ aralıklarında monoton artandır ve (2kπ, 
(2k + 1)π), k ∈ ℤ aralığında monoton azalandır.

•	� Fonksiyon  için pozitiftir ve

 için negatiftir.
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y = tgx  Trigonometrik Fonksiyonunun Grafiği

Trigonometrik çemberi ve tanjant eksenini kullanarak, y = tg x fonksiyonunun 
 aralığındaki bazı özelliklerini yazabiliriz.

•	 Fonksiyon, her  için tanımlıdır. Bu ise,  doğru-

ları fonksiyon grafiğini kesmediği anlamına gelir.
•	 Fonksiyon sınırlı değildir, yani tüm reel değerleri alır.  X değişkeninin değerleri 

 değerlerine yeterince yakınsa, fonksiyonun karşılık gelen 

değerleri mutlak değer olarak sonsuz büyüktür. Daha kesin olarak, x değeri 

’ye yaklaştığında, fonksiyon sonsuz büyük negatif değerler alır ve x değeri ’ye 

yaklaştığında, fonksiyon sonsuz büyük pozitif değerler alır. Fonksiyonun grafiği 
için bu,  doğrularına sınırsızca yaklaştığı anlamına gelir.

•	 Fonksiyonun temel periyodu π’dir. Bu nedenle, fonksiyonun grafiğini uzunluğu 

π olan herhangi bir aralıkta, örneğin  aralığında çizmek yeterlidir.

•	 Fonksiyon tek fonksiyondur, yani grafiği koordinat başlangıcına göre simetriktir. 

Bu, fonksiyonun grafiğini  aralığında çizmenin yeterli olduğu anlamına 
gelir.

•	 y = tg x fonksiyonunun  aralığında x = 0 için sıfırı vardır. Bu, fonksiyon 

grafiğinin (0,0) noktasında x eksenini kestiği anlamına gelir. 
•	 y = tg x fonksiyonu  için pozitiftir ve  için negatiftir.

•	 Bu, fonksiyonun grafiğinin  için x ekseninin üzerinde,   için 

ise x ekseninin altında olduğu anlamına gelir.

•	 y = tgx fonksiyonu  aralığında monoton artandır.
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Dik koordinat sisteminde, aşağıdaki tabloda verilen y = tgx fonksiyonunun   
aralığındaki değerleri için elde edilen noktaları işaretleyelim.

y = tg x fonksiyonunun tek bir fonksiyon olduğunu göz önünde bulundurarak, 
 aralığındaki fonksiyon grafiğinin karşılık gelen noktalarını da elde ederiz, yani 

 aralığındaki fonksiyon grafiği  aralığındaki grafikle koordinat başlangı-

cına göre simetriktir (şekil 5).

Şekil 5

x değeri ’ye yaklaştığında, grafik alt taraftan  dikey doğrusuna yaklaşır. Bu 

doğruya y = tg x fonksiyonunun asimptotu denir. Benzer şekilde, x değerleri ’ye çok 

yakın olduğunda, grafik aynı zamanda bir asimptot olan  dikey doğrusuna yaklaşır.

y = tg x fonksiyonunun grafiği, y = tg x fonksiyonunun  aralığındaki 

grafiğinin x- ekseni boyunca kπ, k ∈ ℤ kadar ötelenmesiyle elde edilir (şekil 5). tg x 
fonksiyonunun grafiğine tanjantoit denir (şekil 6).
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Şekil 6

y = tg x fonksiyonunun grafiğinden temel özelliklerini okuyabiliriz:

•	 Fonksiyon, her  için tanımlıdır, yani tanım aralığı

 kümesidir.

•	 tg x fonksiyonu sınırsızdır.  x  değişkeninin değerleri  değerleri-

ne yeterince yakınsa, fonksiyonun karşılık gelen değerleri mutlak değerce sonsuz 
büyüktür.

•	  doğruları fonksiyonun dikey asimptotlarıdır.

•	 y = tg x  fonksiyonu, temel periyodu π olan periyodik bir fonksiyondur.
•	 y = tg x fonksiyonu tek fonksiyondur.
•	 Fonksiyonun sıfırları x = kπ, k ∈ ℤ’dir.

•	 y = tg x fonksiyonu, her  aralığında monoton artandır.

•	 Fonksiyon, her  aralığında pozitiftir ve her  

aralığında negatiftir.

y = ctg x Trigonometrik Fonksiyonunun Grafiği

Trigonometrik çemberi ve kotanjant eksenini kullanarak, y = ctg x fonksiyonunun 
bazı özelliklerini yazacağız.

•	 Fonksiyon, her x ≠ kπ, k ∈ Z için tanımlıdır. Bu,  doğrularının fonk-
siyon grafiğini kesmediği anlamına gelir.

•	� Fonksiyon sınırlı değildir, yani tüm reel değerleri alır.  x değişkeninin değerleri 
 değerlerine yeterince yakınsa, fonksiyonun karşılık gelen değerleri 
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mutlak değerce sonsuz büyüktür. Daha kesin olarak, x değişkeni 0’a yaklaştığında, 
fonksiyon sonsuz çok büyük pozitif değerler alır ve x değikeni π’ye yaklaştığında, 
fonksiyon sonsuz derecede büyük negatif değerler alır. Bu, fonksiyon grafiğinin 
x = kπ, k ∈ ℤ doğrularına sınırsızca yaklaştığı anlamına gelir.

•	 Fonksiyonun temel periyodu π’dir. Bu nedenle, fonksiyonun grafiğini uzunluğu 
π olan herhangi bir aralıkta, örneğin (0, π) aralığında çizmek yeterlidir.

•	 Fonksiyon tektir, bu da grafiğinin koordinat başlangıcına göre simetrik olduğu 
anlamına gelir.

•	 y = ctg x fonksiyonunun (0, π) aralığında  için sıfırı vardır. Bu, fonksiyon 

grafiğinin  noktasında x eksenini kestiği anlamına gelir.

•	 y = ctg x, fonksiyonu  için pozitiftir ve  için negatiftir. Bu, 

fonksiyon grafiğinin  için x ekseninin üzerinde,  için ise x 

ekseninin altında olduğu anlamına gelir.
•	 y = ctg x  fonksiyonu (0, π) aralığında azalandır.
Dik koordinat sisteminde, aşağıdaki tabloda verilen y = ctg x fonksiyonunun (0, π) 

aralığındaki değerleri için elde edilen noktaları işaretleyelim (şekil 7).

Şekil 7
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ctgx fonksiyonu, temel periyodu π olan periyodik bir fonksiyon olduğundan, grafiği 
sonsuz sayıda eğriden oluşur (şekil 7’deki gibi), bunlar y = ctg x fonksiyonunun (0, π) 
aralığındaki grafiğinin x ekseni boyunca kπ, k ∈ ℤ kadar ötelenmesiyle elde edilir (şekil 
8).

Şekil 8

y = ctg x fonksiyonunun grafiğinden temel özelliklerini okuyabiliriz:
•	� Fonksiyon, her x ≠ kπ, k ∈ ℤ için tanımlıdır, yani tanım kümesi ℝ \ {kπ | k ∈ ℤ} 

kümesidir.
•�	 y = ctg x fonksiyonu sınırsızdır. x değişkeninin değerleri x = kπ, k ∈ ℤ değerlerine 
yeterince yakınsa, fonksiyonun karşılık gelen değerleri mutlak değer olarak sonsuz 
büyüktür. Doğrular x = kπ, k ∈ ℤ, fonksiyonun dikey asimptotlarıdır.

•	 y = ctg x fonksiyonu, temel periyodu π olan periyodik bir fonksiyondur.
•	 y = ctg x fonksiyonu tek fonksiyondur.

•	 Fonksiyonun sıfırları  dir.

•	 Fonksiyon, her  aralığında pozitiftir ve her

 aralığında negatiftir.

v•	Fonksiyon ctgx, her (kπ, (k + 1)π), k ∈ ℤ aralığında monoton azalandır.
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3.7. Trigonometrik Fonksiyonların 
Grafiğini Çizmek

y = a sin x  Fonksiyonunun Grafiği
y = a sin x  fonksiyonunun grafiğini, y = sin x  fonksiyonunun grafiği yardımıyla 

kolayca çizebiliriz.

Belli bir x değişken değeri için,  y = a sin x  fonksiyonunun değerleri, aynı x değeri 
için y = sin x  fonksiyonunun değerlerinin a sayısı ile çarpılmasıyla elde edilir. a > 0 ve 
a < 0 için olası durumlar şekil 1’de verilmiştir.

Şekil 1

|a| sayısı, y = a sin x fonksiyonun genliğidir (amplitüdü) ve grafiğin noktalarının 
apsis ekseninden en büyük sapmasını verir.

y = sin x fonksiyonunun grafiği y = -1 ve y = 1 doğruları arasındadır, yani -1 ≤ sin 
x ≤ 1’dir, y = a sin x fonksiyonu için ise -|a| ≤ a sin x ≤ |a| olur, yani grafiği y = |a| ve y 
= -|a| doğruları arasındadır.

Örnek 1. y = 2 sin x fonksiyonunun grafiği, y = sin x  grafiğinin ordinatlarının 2 ile 
çarpılmasıyla elde edilir. Benzer şekilde, ordinatlar  ile çarpıldığında   
grafiği elde edilir (şekil 2).
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Şekil 2

y = sin bx  Fonksiyonunun Grafiği

b  sabiti, x değişkenini çarptığına göre, y = sin bx fonksiyonunun periyodunda bir 
değişiklik beklenmelidir. Bu nedenle, y = sin bx  fonksiyonunun periyodu için şunu 
elde  ederiz:

Demek ki,  sayıları y = sin bx fonksiyonunun periyotlarıdır ve temel 

periyodu  ‘dir. Bu nedenle, fonksiyon grafiğinin  aralığındaki kısmını çizmek 

ve ardından x ekseni boyunca  uzunluğunda öteleme yaparak y = sin bx 

fonksiyonunun grafiğinin elde edilmesi için yeterlidir.

 aralığındaki grafik bölümüne dalga denir ve  sayısına da dalganın uzun-

luğu denir. Dalga uzunluğunun tersi olan  sayısına ise dalga sıklığı (frekans) denir. 

Örnek 2.  Şekil 3’te, y = sin 2x fonksiyonunun grafiği aşağıdaki şekilde elde edilerek 
gösterilmektedir:

Şekil 3
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•	� Fonksiyonun periyodu  ‘dir,  yani fonksiyonun grafiği iki kat daha 

kısa bir dalga boyuna sahip bir sinüsoiddir. Bu nedenle, fonksiyonun grafiğini [0, 
π] aralığında temsil etmek yeterlidir;

•	� Fonksiyonun sıfırları, sin 2x = 0 denkleminden elde edilir, yani 2x = kπ, buradan 
, k ∈ ℤ bulunur. Demek ki, [0, π] aralığındaki sıfırları x = 0, x = π/2 ve x = 

π olduğu anlamına gelir.
•	� Fonksiyonun maksimum değeri,  eşitliğinden elde edilir. Denklemi 

çözerek , k ∈ ℤ bulunur. Demek ki, [0, π] aralığında  maksimum 

olduğu anlamına gelir;
•	� Fonksiyonun minimum değeri, , yani , k ∈ ℤ bulunur. 

Buna göre [0, π] aralığında  elde edilir. 

Örnek 3.  Şekil 4’te  fonksiyonunun grafiği gösterilmektedir.

Temel periyodu ’dir. 

Şekil 4

Şekil 3 ve 4’ten, |b| > 1 ise, y = sin bx fonksiyonunun temel periyodunun y = sin x 
fonksiyonunun temel periyodundan daha küçük olduğu, b < 1 ise daha büyük olduğu gö-
rülebilir. Ayrıca, b < 0 ise, değişkenin işareti değiştiği için fonksiyonun işareti de değişir.

y = sin(x + c) Fonksiyonunun Grafiği
c sıfırdan farklı herhangi bir reel sayı olduğunda, y = sin(x + c) fonksiyonunun gra-

fiği, y = sin x fonksiyonunun grafiği yardımıyla çizilebilir. Her x için sin((x + c) - c) = 
sin x olduğunu bildiğimizden, y = sin(x + c) fonksiyonunun grafiğini, y = sin x fonksi-
yonunun grafiğini x-ekseni boyunca  kadar kaydırarak elde edebiliriz. Eğer c > 0 ise, 
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öteleme sola doğru  kadar,  c < 0 ise sağa doğru  kadar ötelenir. Yani, y = sin(x + c)  
fonksiyonunun grafiği argümanındaki x + c ifadesinin sıfır olduğu, yani x + c = 0 veya 
x = -c olduğu  x değişkeninin değeri için kaydırılarak ötelenir.

c sabitine faz sabiti denir. Bu nedenle, y = sin x ve y = sin(x + c) fonksiyonlarının 
fazda farklı olduğunu, yani y = sin(x + c) fonksiyonunun c > 0 veya c < 0 olmasına bağlı 
olarak y = sin x fonksiyonuna göre fazda ilerlediğini (veya geride kaldığını) söyleriz.

Örnek 4.  fonksiyonunun grafiği,  olduğu için sola doğru 

 kadar ötelenerek elde edilir. Benzer şekilde,  fonksiyonunun grafiği, 

 olduğu için sağa doğru  kadar ötelenerek elde edilir (şekil 5).

Şekil 5

 Fonksiyonunun Grafiği
 fonksiyonunun grafiğini çizmek için y = sin x,  y = a sin x,  y = sin 

bx ve  y = sin(x + c) fonksiyonlarının grafiklerini kullanacağız.
 fonksiyonunun genliği |a| sayısıdır, yani -|a| ≤ a sin(bx + c) ≤ |a|. Bu 

ise,  fonksiyonunun grafiğinin y = a ve y = -a doğruları arasında olduğu 
anlamına gelir.

 fonksiyonunun periyodu  ‘dir, çünkü

bx + c = 0 denkleminden  elde ederiz, bu nedenle  fonksi-

yonunun grafiği, y = a sin x fonksiyonunun grafiğinin x- ekseni boyunca  kadar 

ötelenmesiyle elde edilir. Eğer  ise, sola doğru  kadar, eğer  ise sağa doğru 
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 kadar ötelenir. Gerekli olan kalan veriler, fonksiyonun sıfırları, maksimum ve 

minimum değerleri daha önce olduğu gibi belirlenir.
Şimdi y = a sin(bx + c) fonksiyonunun grafiğini çizebiliriz. Bunu adım adım 4 aşa-

mada yapacağız:
1. adım: y = sin x fonksiyonunun grafiğini çizeriz,
2. adım: y = sin bx fonksiyonunun grafiğini çizeriz,
3. adım: y = sin(bx + c) fonksiyonunun grafiğini çizeriz,
4. adım: y = a sin(bx + c) fonksiyonunun grafiğini çizeriz.

Alıştırma 1. Aşağıdaki fonksiyonların grafiklerini çiziniz:

	 a) 				   b) 

 Dört adımın tamamı  şekil 6’da verilmiştir.

Şekil 6

 Dört adımın tamamı  şekil 7’de verilmiştir.

Şekil 7

Alıştırma 2.  fonksiyonun grafiğini çiziniz.
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Çözüm. y = a sin(bx + c) + d biçimindeki bir fonksiyonun grafiğini çizmek için daha 

önce belirtilen 4 adımı uygularız ve  fonksiyonunun grafiğini elde 

ederiz.  grafiğini çizmek için şu adımı da uygulamalıyız:

5. adım: y = a sin(bx + c) fonksiyonunun grafiğini y ekseni boyunca yukarı doğru d 
> 0 ise ve aşağı doğru d < 0 ise öteliyoruz.

Bu demektir ki,  grafiğini 1 birim yukarıya doğru ötelemekle 

 grafiği elde edilecektir (şekil 8).

Şekil  8

y = a cos(bx + c) + d fonksiyonunun grafiği

 olduğuna göre, y = a cos(bx + c) + d fonksi-

yonunun grafiği, y = a sin(bx + co) fonksiyonunun grafiğinin çizilmesiyle elde edilebilir, 
burada  dir. 

Bunun ifade, a’nın genlik olduğu, ’nin periyot olduğu ve  nin faz öte-

lenmesi olduğu anlamına gelir. Bunu göz önünde bulundurarak, y = a cos(bx + c) + d 
fonksiyonunun grafiği, y = cos x fonksiyonunun grafiği yardımıyla kolayca çizilebilir.

Alıştırma 1.  fonksiyonunun grafiğini çiziniz.

 olduğundan,
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 elde edilir.  Buna göre,  grafiğinin çizi-

mi, y = 2sin(2x + π) fonksiyonunun grafiğinin çizimine indirgenir. Bu durumda şunları 
elde ediyoruz:

•	 Genlik a = 2,

•	 Periyot 

•	 Faz ötelemesi: ,

•	 Fonksiyonun sıfırları 2x + π = kπ, k ∈ ℤ denkleminden elde edilir, yani , 

k ∈ ℤ. k = 0, k = ±1, k = ±2, k = ±3 için sırasıyla formülde değiştirmekle, fonksiyonun 

sıfırları:  elde edilir.

•	 Fonksiyonun maksimum değerini  yani  

denkleminden elde ederiz, buradan k = 0 için  ve k = 1 için  elde 
edilir.

•	 Fonksiyonun minimum değeri  ve  elde edilir (Şekil 
1).

Şekil 1

Alıştırma 2.  fonksiyonunun grafiğini çiziniz.

		   eşitliğinden,

			    elde ederiz.
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Şekil 2

Demek ki, grafiğin çizimi,  olan  

fonksiyonunun grafiğinin çizimine indirgenir (şekil 2). 

 fonksiyonunun grafiği
y = tgx fonksiyonunun özelliklerini zaten inceledik.  fonksiyonu-

nun grafiği, y = asin(bx + c) + d ve y = acos(bx + c) + d fonksiyonlarının grafiklerine 
benzer şekilde elde edilir.

Örnek 1.  fonksiyonunun grafiğini çiziniz.

Çözüm. İlk olarak, y = tgx fonksiyonunun grafiğini ,  ara-

lığında çizeriz. Daha sonra, x ekseni boyunca  birim sola kaydırılarak   

grafiği elde edilir. Eğer  grafiğinin her ikinci  koordinatı  ile çarpılırsa  

 elde edilir ve sonunda, grafik y- ekseni boyunca bir birim aşağı ötele-

nirse,  fonksiyonunun grafiği elde edilir.
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Şekil 1

Not.  dönüştürme formülüyle,  fonksiyonun 

grafiği  fonksiyonun grafiğinden elde edilir.

Alıştırmalar
Verilen fonksiyonun grafiğini çiziniz:

3.8. Adisyon Formülleri

sina, sinß, cosa ve cosß değerleri yardımıyla, adisyon teoremleri olarak tanınan 
 ctg(α + β) ve 

ctg(α - β) fonksiyonların değerlerini belirleyebiliriz. 
Daha önce bir eksen üzerindeki vektörün cebirsel değerinin ne olduğunu görelim. 

 vektörleri ve bir x ekseni verilmiş olsun (şekil 1). Eğer  vektörünün son  
 



76

Modüler Birim 3

 noktasından x eksenine bir dikme indirir ve kesişim noktasını A’ ile işaretlersek, o za-
man  vektörünün x ekseni üzerindeki izdüşümünün ’ vektörü olduğunu söyleriz. 
Benzer şekilde,  vektörü nin x ekseni üzerindeki izdüşümüdür.

Şekil 1

 vektörü ile x ekseni (veya  vektörü ile x ekseni) arasındaki açıdan, x ekseninin 
pozitif yönde döndürülerek  vektörü (veya  vektörü) ile aynı doğrultu ve yöne 
sahip olacağı en küçük açıyı anlarız.

’dan  vektörünün uzunluğu  olduğu elde edilir ve bu 
sayı  vektörünün x- ekseni üzerinde cebirsel değeridir. Benzer şekilde,  nin 
uzunluğu  olacaktır.

β açısını β = π – γ olarak yazabiliriz. Bu durumda cosß = cos(π - γ) = -cosγ olur. 
Dolayısıyla , yani , bu da OB vektörünün x ekseni 
üzerindeki cebirsel değeridir.

Yani, herhangi bir vektörün belirli bir eksen üzerindeki izdüşümünün cebirsel değeri, 
o vektörün uzunluğunun vektör ile eksen arasındaki açının kosinüsü ile çarpımına eşittir.

İki açının toplamının ve farkının sinüsü
β ile OB ve OC vektörleri arasındaki açıyı işaret edelim. Eğer OB vektörü  x- ekse-

ninin pozitif kısmı ile α açısı yapıyorsa, o zaman OC vektörünün  x -ekseninin pozitif 
yönü ile yaptığı açı α + β‘ye eşittir (Çizim 2).

Şekil 2

Sinüs fonksiyonunun tanımından,  gerekir. 

C noktasından  vektörüne CC2’ dikmesini indirirsek:

 elde edilir.
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 değeri ’nin y- ekseni üzerindeki izdüşümünün cebirsel değeri olduğundan, 

 değeri  ve  vektörlerinin toplamının y- ekseni üzerindeki izdüşümünün 
cebirsel değeridir, bu nedenle:

 elde edilir. 

C e b i r s e l  d e ğ e r d e n   v e   

elde edilir. Dönüşüm formüllerinden  ve 

 elde edilir. Bu ise  yani   
 gerektirir. Bu da iki açının toplamının sinüsüne 

ait formüldür.
 olduğu için, fonksiyonların 

özelliklerini uygulayarak şunları elde ederiz:

yani iki açının farkının sinüsüne ait formül elde edilir.

Örnek 1. a) Adisyon formüllerini uygulayarak şunları hesaplayabiliriz:

Örnek 2. a) sin 36° cos 24° + cos 36° sin 24° ifadesinde, α = 36° ve β = 24° koyarsak,

b) Benzer şekilde,

Alıştırma 1. sin(30° + α) + sin(30° - α) ifadesini sadeleştiriniz. 
Çözüm. sin(30° + α) + sin(30° - α) =

İki Açının Toplamının ve Farkının Kosinüsü

 olduğundan,  ve

. Buna göre:
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Demek ki,  förmülü, iki açının toplamının ko-
sinüsü formülüdür.  

yani, cos(α - β) = cosα cosβ + sinα sinβ, iki açının farkının kosinüs formülüdür.

Örnek 3. a) İki açının toplamının kosinüs formülünü uygulayarak şunları hesapla-
yabiliriz:

b) Benzer şekilde, iki açının farkının kosinüs formülünü uygulayarak,

Örnek 4. a) Eğer α = 107° ve β = 17° alırsak,
		  cos 107° cos 17° + sin 107° sin 17° = cos(107° - 17°) = cos 90° = 0
b) Benzer şekilde, 
Alıştırma 2. cos(60° - α) + cos(60° + α) ifadesini sadeleştiriniz.
Çözüm. cos(60° - α) + cos(60° + α) =

İki Açının Toplamının ve Farkının Tanjantı

,  için tanımlı olduğundan, cos(α + β) ≠ 0 olmak üzere.

Pay ve paydayı cosα cosβ (cosα · cosβ ≠ 0) ile bölersek:

 elde edilir.
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Buna göre,

iki açının toplamının tanjantı formülüdür.

 olduğuna göre,

 formülü elde edilir. Bu ise iki 

açının farkının tanjantı formülüdür. 

Örnek 5. a) İki açının toplamına ait tanjant formülünü uygulayarak:

elde edilir.

b) Benzer şekilde

elde edilir.

Alıştırma 3. tg α = 2  olduğuna göre  değerini hesaplayınız: 

Çözüm. İki açının toplamına ait tanjant formülünü uygulayarak:

 elde edilir.

İki Açının Toplamının ve Farkının Kotanjantı

 olduğuna göre,

 için,  elde edilir.

Bu ifadenin pay ve paydasını  olmak üzere,  ile bölersek
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elde edilir. Demek ki,  iki açının top-
lamının kotanjantı formülüdür.

Benzer şekilde, iki açının farkının kotanjantı formülü elde edilir:

Örnek 6. a)  İki açının toplamına ait kotamjant formülünü uygulamakla

elde edilir.
b) Benzer şekilde

elde edilir.
Alıştırma 4.  ve  olduğuna göre α + β top-

lamını belirtiniz.

Çözüm.  ve  olduğundan 

 elde edilir.

Alıştırmalar
1. Verilen ifadelerin değerini hesaplayınız: 
a) 
b) 
c) 
ç) 

2. Verilen ifadeleri sadeleştiriniz:
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b) 

c) 

ç) 

3. Verilenlere göre belirtiniz: 

a) tg α = -1 ise, .

b)  ve  ise, tg(α + β).

4. Verilen özdeşlikleri ispatlayınız:
a) 
b) 
c) 
ç) 

3.9. Çift Açı ve Yarım Açı  
Trigonometrik Fonksiyonları

sin(α + β) = sinα cosβ + sinβ cosα formülünde, β = α yerine koyarsak, o zaman:

sin(α + α) = sinα cosα + sinα cosα = 2 sinα cosα 

elde edilir. Buna göre  sin 2α = 2 sinα cosα, çift açının sinüs formülüdür.
Benzer şekilde, cos(α + β) = cosα cosβ - sinα sinβ formülünde, β = α yerine koyarak,
cos 2α = cos² α - sin² α, yani çift açının kosinüs formülü elde edilir.
Çift açının tanjant ve kotanjant formülleri şunlardır:

 için  ve  için 

Örnek 1.  ve α ikinci bölgedeki bir açı olsun. Aşağıdaki değerleri bulunuz:

		  a) 			  b) 			   c) 			   ç) 
 
Çözüm. Açı α ikinci bölgede olduğundan, cosα < 0’dır. O zaman:

 ve 
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b) 

c) 

ç) 

Alıştırma 1. Verilenlerin değerini belirtiniz: 
a) 					     b) 

c) 								       ç) 

Çözüm. a) 

b) 

c) 

ç) 

Alıştırma 2. Verilen özdeşliği ispatlayınız
a) 			  b) 
Çözüm. a) Sol tarafı dönüştürmekle:

elde edilir.
Sağ tarafta  elde edildiğine göre, eşitlik ispatlanmıştır.
b) Sol tarafın dönüştürülmesiyle:

 olduğuna göre, eşitliğin sağ tarafı elde edilir.
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Yarım açı biçiminde trigonometrik fonksiyonların formülleri  ve  
 temel trigonometrik özdeşliklerinde α yerine  koyarak elde 

edeceğiz, yani 

 ve 

Bu iki denklemi toplarsak, , yani:  elde edilir. 

Bu ise yarım açıların kosinüs formülüdür. 

 dan ’yı çıkararak:

, yani  elde edilir. Bu ise, yarım açını sinüsü 

formülüdür.
 ve  olduğuna göre,  ve  formülleri an-

lamlıdır.

 için  ve

olduğundan, yarım açının sinüs ve kosinüs formüllerini yerine koyarak yarım açının 
tanjant ve kotanjant formülleri elde edilir, yani:

Kökün önündeki işaret,  açının hangi bölgede olduğuna ve o açının trigonometrik 

fonksiyonunun işaretine bağlı olarak seçilir.

Örnek 2. Eğer α = 15° ise, sin α, cos α, tg α ve ctg α değerlerini bulunuz.

a) 				    b) 

a) α = 15o açısını  şeklinde yazmakla:

		

elde edilir.

ve
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b)  olduğuna göre:

Alıştırmalar

1.	  ve α ikinci bölgedeki bir açı olsun. Aşağıdaki değerleri bulunuz:

a) sin 2α			  b) cos 2α			   c) tg 2α			   d) ctg 2α

2.	  olduğuna göre,  belirtilsin.

3.	 İfadeleri sadeleştiriniz: 

a) 				    b) 

c) 			   d) 

4.	  ve  ise, aşağıdaki değerleri bulunuz:  

a) 			  b) 			   c) 			   ç) 

5.	  Kesirleri sadeleştiriniz:

a) 				    b) 

c) 				    ç) 
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		  3.10. Trigonometrik Fonksiyonların Dönüşümü

Trigonometrik Fonksiyonların Çarpımının Toplam ve Fark Şeklinde Dönüşümü
Eşitlikleri toplayarak:

 elde edilir.

İkinci denklemden birincisini çıkarırsak, şunları elde ederiz:

Benzer şekilde, 

denklemleri toplayarak:

elde ederiz:

Örnek 1.  çarpımının değerini bulunuz.

Çözüm. Farklı iki açının sinüs ve kosinüsünün çarpımını dönüştürme formülünü 
uygulayarak şunları elde ederiz:

Örnek 2.  çarpımının değerini bulunuz.

Çözüm. Farklı iki açının sinüslerinin çarpımını dönüştürme formülünü uygulamakla 
çarpım belirtilir:

Alıştırma 1.  özdeşliğini ispatlayınız.

Çözüm. Farklı iki açının sinüslerinin çarpımını dönüştürme formülünü uygulayarak 
özdeşliği ispatlıyoruz:
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Trigonometrik Fonksiyonların Toplam ve Farkının  
Çarpım Şeklinde Dönüşümü

Çarpımı toplam veya fark şeklinde dönüştürme formüllerine x = a + β ve y = a - β 

koyarsak,  ve  elde edilecektir. Bunları yerlerine koyarak, sinüslerin 

toplam ve fark formüllerini elde ederiz:

Örnek 3. Toplamı veya farkı çarpım biçiminde yazınız:

a) 			   b) 

Çözüm. a)

b) 

tgx ± tgy ve ctgx ± ctgy formülleri aşağıdaki şekilde elde edilir:

 için  neresi 

 için 

Alıştırmalar

1.	   ifadesini belirtiniz.

2.	 cos 70° cos 50° çarpımını toplama dönüştürünüz.
 



87

HERHANGİ BİR AÇININ TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARI

3. Yazın aşağıdaki fonksiyonları toplam olarak: 
a) cos2 α								       b) sin3 α

4. cos²3 + cos²1 - cos 4 · cos 2 = 1 olduğunu ispatlayınız.

5. Toplamı veya farkı çarpım olarak yazınız: 
a) sin 40° + sin 20°				    b) cos 73° - cos 47°					    c) cos 20° + cos 40°

6.  Eşitlikleri ispatlayınız:

a) 			   b) 

7. İspatlayınız:

a) 

b) 

3.11. Trigonometrik Denklemler

Tanım 1. İçinde bilinmeyeni trigonometrik fonksiyon olarak verilmiş olan denklem-
lere, trigonometrik denklemler denir.

Örnek 1.   gibi  

denklemler trigonometrik denklemlerdir, ancak x + sin x = 1 denklemi trigonometrik 
değildir.

Tanım 2. Bir trigonometrik denklemin çözümü, o denklem için doğru bir sayısal 
eşitliğe dönüştüren, radyan cinsinden ifade edilen açılar kümesidir.

Temel trigonometrik denklemler sin x = a, cos x = a, tg x = a ve ctg x = a’dır, 
burada a ∈ ℝ’dir.

sin x = a denklemi, a ∈ ℝ için

-1 ≤ sin x ≤ 1 olduğundan, sin x = a denkleminin sadece -1 ≤ a ≤ 1 olduğu durumda 
çözümü vardır.

-1 < a < 1 için, [0, 2π] aralığında sinüsü a’ya eşit tam olarak iki açı vardır.
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I. Durum:  0 ≤ a < 1 için sinx = a denkleminin [0, 2π] aralığında sinüsü a’ya eşit olan 
iki açı vardır ve bunlardan biri I. dördülde, diğeri ise II.dördüldedir (şekil 1). Bunların 
toplamı π’dir. Dolayısıyla, I. bölgedeki açıyı α ile gösterirsek, II. bölgedeki açı π - α 
olarak gösterilebilir. y = sinx fonksiyonunun periyodikliğinden, denklemin çözümleri 
şu şekildedir:

 ve 

burada  ve k ∈ ℤ’dir.
veya

 ve , burada  ve k ∈ ℤ’dir.

Şekil 1

Açı grafiksel olarak veya bir hesap makinesi ile belirlenebilir.

Örnek 1.  denklemini çözünüz.

Çözüm. , olduğuna göre, denklemin çözümleri şunlardır:

 ve  k ∈ ℤ.

II.Durum:  -1 < a ≤ 0 için sinx = a denkleminin [0, 2π] aralığında sinüsü a’ya eşit 
olan iki açı vardır ve bunlardan biri III. dördülde, diğeri ise IV. dördüldedir (şekil 2). 
Eğer III. dördüldeki açıyı π + α ,  ile gösterirsek, o zaman IV. dördüldeki açı 

-α olarak gösterilebilir. Dolayısıyla, verilen denklemin çözümleri aşağıdaki şekilde olan 
tüm reel sayılardır:

 ve  burada 
veya

 ve , burada .
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Şekil 2

Örnek 2.  denklemini çözünüz.

Çözüm.  olduğu için,  denkleminin çözümleri 
şunlardır:

 ve 

III. Durum: a = 1 ve a = -1 durumlarında, sin x = 1 ve sin x = -1 denklemlerini elde 
ederiz. Denklemlerin çözümleri şu şekildedir (şekil 3):

 ve 

Şekil 3

cosx = a denklemi, a ℝ 

sin x = a denklemine benzer şekilde, cos x = a denkleminin sadece -1 ≤ a ≤ 1 olduğu 
durumda çözümü vardır. O zaman [0, 2π] aralığında kosinüsü a’ya eşit tam olarak iki 
açı vardır.

I. Durum: cos x = a denkleminin 0 ≤ a < 1 için çözümü, I. ve IV. dördüldeki iki açıdır. 
Eğer I. dördüldeki açıyı α ile gösterirsek, o zaman IV. dördüldeki açı -α’dır (şekil 4). y 
= cosx fonksiyonunun periyodikliğini göz önünde bulundurarak, denklemin çözümleri 
aşağıdaki şekilde olan tüm reel sayılardır:
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 ve  burada  ve .

II. Durum: cos x = a denkleminin -1 ≤ a ≤ 0 için çözümü, II. ve III. dördüldeki iki 
açıdır. Eğer II. dördüldeki açıyı α ile gösterirsek, o zaman III. dördüldeki açı -α’dır (şekil 
5). y = cos x fonksiyonunun periyodikliğini tekrar göz önünde bulundurarak, denklemin 
çözümleri  aşağıda gösterilen türden olan tüm reel sayılardır:

								        Şekil 4										          Şekil 5

 ve  burada  ve 

Örnek 3. Aşağıdaki denklemleri çözünüz:

a) 				    b) 

Çözüm. a)  den,  denklemin çözümü 

 ve  şeklinden olan tüm reel sayılardır.

b)  olduğuna göre,  denkleminin çözümü:

 ve  şeklinde olan tüm reel sayılardır.

III. Durum: a = 1 ve a = -1 için, cos x = 1 ve cos x = -1 denklemlerini elde ederiz. 
Çözümleri (şekil 6) sırasıyla şunlardır:

 ve 

Şekil 6
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tg x = a ve ctg x = a denklemleri
tg x = a denkleminin her a değeri için çözümü vardır, yani her a reel sayısı için tan-

jantı a’ya eşit olan  aralığında tek olarak belli bir açı vardır (şekil 7). Eğer bu 

açıyı α ile gösterirsek, verilen denklemin çözümleri şu şekildedir:

, burada  ve ’dir.

Şekil  7

Örnek 4.  denklemini çözünüz.

Çözüm.  olduğuna göre, denklemin çözümleri ,   

cinsinden tüm reel sayılardır.
ctg x = a denkleminin her a değeri için tek olarak belli bir çözümü vardır. (0, π) ara-

lığında ctg x = a olan sadece bir açı vardır (şekil 8). ctgx fonksiyonunun periyodikliği 
nedeniyle, verilen denklemin çözümleri ,  olmak üzere  x = α + kπ cinsinden 
tüm reel sayılardır.

Şekil 8

Örnek 5. ctg x = 1 denklemini çözünüz.
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Çözüm. ctg x = 1’den, denklemin çözümleri  cinsinden tüm reel 
sayılardır.

			   Alıştırmalar
Denklemleri çözünüz:

3.12. Temel Trigonometrik Denklemlere İndirgenebilen

Bu derste, sin f(x) = a veya f(sin x) = 0 ve benzeri şekillerdeki trigonometrik denk-
lemlerin çözüm sürecini inceleyeceğiz, burada f bir polinomdur. Örneğin, sin(3x + 4) = 
1, cos(x² + 2) = 0, sin²x + 3sinx - 5 = 0 vb. denklemler böyledir. Bunların çözüm süreci 
esas olarak  sin x = a, cos x = a, tg x = a ve ctg x = a gibi temel trigonometrik denklem-
lere indirgemekten oluşur.

Örnek 1. Aşağıdaki denklemleri çözünüz:

a) 										          b) 

c) 								        ç) 

Çözüm. a) sin 2x = 0’dan, 2x = kπ, yani , k ∈ Z.

b) ‘den,  ve  yani:

 ve ,  elde edilir.

c)  ten  yani 

 elde edilir.

d) ‘den, , yani   elde edilir.
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Örnek 2. Aşağıdaki denklemleri çözünüz:
a) 3 sin(2x - 1) = 1				    b) cos(x² - 1) = 1 
Çözüm. a) 3 sin(2x - 1) = 1 denkleminde, 2x - 1 = t dönüşümü yapılır, bu da hangi 

açının sinüsünün  olduğu anlamına gelir.

Bu açının değeri bir hesap makinesi yardımıyla elde edilir. Açının büyüklüğünü be-
lirleme prosedürü, hesap makinesinin sin⁻¹ seçeneği ile yapılır. Bu durumda yaklaşık 
olarak 0.33984 elde ederiz, bu nedenle denklemin çözümleri şunlardır:
t₁ = 0.33984 + 2kπ ve t₂ = π - 0.33984 + 2kπ, yani
2x - 1 = 0.33984 + 2kπ ve 2x₂ = -0.33984 + 2π + 1, yani
x₁ = 0.66992 + kπ ve x₁ = 0.33008 + (2k + 1)π, k ∈ ℤ.

b) cos(x² - 1) = 1’den, x² - 1 = 2kπ gerekir. Buradan , k ∈ Z elde edilir.
asin²x + b sinx + c = 0, a ≠ 0 denklemi, sinx = t dönüşümü yapılarak çözülür. Elde 

edilen ikinci dereceden t’ye göre denklem: at² + bt + c = 0, Δ = b² - 4ac ≥ 0 koşulu 
altında reel, bazen de birbirine eşit çözümlere sahiptir. Verilen denklem, sinx = t₁ veya 
sinx = t₂ denklemlerine denktirler. Yukarıdaki denklemlerin her biri, |t₁| ≤ 1 veya |t₂| ≤ 1 
koşulu altında verilen denklemin çözümlerini verir.

Alıştırma 1. 2 cos²x - sinx - 1 = 0 denklemini çözünüz.
Çözüm. cos²x = 1 - sin²x’ten, verilen denkleme denk olan: 2 sin²x + sinx - 1 = 0  denk-

lemi elde edilir. Burada t = sinx dönüşümü yapılarak, t’ye göre ikinci dereceden bir denk-

lem elde ederiz: 2t² + t - 1 = 0, kökleri t₁ = -1 ve ’dir. Verilen denklem, sinx = -1 ve 

 denklemlerine denktir. Birinci denklemin çözümleri x = -π/2 + 2kπ, k ∈ ℤ olmak 

üzere tüm reel sayılardır, ikinci denklemin çözümleri ise  ve  

k ∈ ℤ’dir. Dolayısıyla, verilen denklemin çözümleri   ve 

  olmak üzere tüm reel sayılardır. 

Alıştırma 2. tg³x + 5 tg²x + 7 tgx = 0 denklemini çözünüz.
Çözüm. tgx = t ile feğiştirmekle  t³ + 5t² + 7t = 0 denklemi  elde edilir. Bu ise 

 denklemine denktir. Bu denklemin  t = 0  olmak üzere 
bir tek reel çözümü vardır. Verilen denklem, tgx = 0 denklemine denktir ve çözümleri  

, k ∈ ℤ
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şeklinden tüm reel sayılardır. Buna göre, ,  verilen denklemin çözümleridir. 

								        Alıştırmalar

Verilen denklemleri çözünüz:

PEKİŞTİRME ALIŞTIRMALARI

1. Verilen açıları radyan olarak yazınız:
a) 					     b) 

2.  açısını derece cinsinden yazınız.

3. Verilen trigonometrik fonksiyonları, dar açılı trigonometrik fonksiyonu biçiminde 
yazınız.

a) 					     b) 
c) 						     ç) 

4. Verilenlerin değerini belirtiniz: 
a) 			   b) 			  c) 			   ç) 

5. Verilen ifadenin değerini belirtiniz: 
a) 
b) 
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c) 

6. Verilenlerin değerini belirtiniz: 

a)  olduğuna göre, sin(α - β) ,  ve 

b)  ise, cos(α +β),  ve .

c)  olduğuna göre, cos( α - β),  α ve β dar açılar.

ç)  ve  olduğuna göre, tg(α + β)  ve tg(α - β).

7. Verilenlerin değerini belirtiniz:

a)  olduğuna göre, sin 2α ,cos 2α, tg 2α  ctg 2α.

b)  olduğuna göre,  ve .

c)  ve  olduğuna göre, sin 2α + tg β .

8. Verilen cebirsel toplamları çarpım biçiminde yazınız:
a) 				    b) 

c) 				    ç) 

9. Verilen özdeşliği ispatlayınız:

a) 		  b) 

c) 									         ç) 

d) 				    e) 
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10.Verilen trigonometrik denklemleri çözünüz:

a) 				   b) 				   c) 
         
ç) 				    d) 		  e) 

f), 					     g) 

ğ) 			   h) 

ı) 					     i) 
j) 							       k) 
l) 				    m) 
n) 				    o) 
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4. DÜZLEMDE ANALİTİK GEOMETRİ

4.1. İki Nokta Arasındaki Mesafe

Düzlemde Dik Koordinat Sistemi
Sayı doğrusundaki her noktanın konumunun, noktanın koordinatı olarak adlandı-

rılan tek bir reel sayı x ile tek olarak belli bir şekilde belirlendiğini biliyoruz. Benzer 
şekilde, dik koordinat sistemi kullanarak, düzlemdeki her noktanın konumunun, nok-
tanın koordinatları olarak adlandırılan tek olarak belli bir sıralı reel sayı çifti (x, y) ile 
tek olarak belli bir şekilde belirlendiğini göstereceğiz.

Dik koordinat sistemi, koordinat eksenleri olarak adlandırılan iki dik sayı doğru-
sundan oluşur. İki eksenin kesiştiği noktaya koordinat başlangıcı denir ve genellikle O 
ile gösterilir. Yatay eksene x-ekseni veya apsis ekseni, dikey eksene ise y- ekseni veya 
ordinat ekseni denir. Koordinat sisteminin tanımlandığı düzleme koordinat düzlemi 
denir.

Genellikle, iki koordinat ekseninde de aynı birim ölçüsünü seçeriz. Pozitif yön olarak, 
koordinat başlangıcının sağındaki yön ve ordinat ekseninde koordinat başlangıcının 
yukarısındaki yön alınır (şekil 1).

Şekil 1

Koordinat düzleminde herhangi bir P noktası olsun ve M ve N, sırasıyla x ekseni ve 
y ekseni üzerindeki izdüşümleri olsun. x ekseni üzerindeki M noktasına tam olarak bir 
reel sayı x karşılık gelir. Benzer şekilde, y ekseni üzerindeki N noktasına tam olarak bir 
reel sayı y karşılık gelir. Bu nedenle, P noktasının konumu, P noktasının koordinatları 
olarak adlandırılan sıralı bir reel sayı çifti (x, y) ile tamamen belirlenir. Burada x’e bi-
rinci koordinat veya apsis, y’ye ise ikinci koordinat veya P noktasının ordinatı denir 
ve P(x, y) olarak yazarız.

Örnek 1. P(-3, 6) noktasının birinci koordinatı x = -3 ve ikinci koordinatı y = 6’dır.
P(x, y) noktasının konumunu belirtmek veya çizmek, P noktasından geçen koordinat 

eksenlerine dikmelerin kesişim noktasını belirlemek anlamına gelir.
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Şekil 2

Örnek 2. P(2, 3) noktasını oluşturmak için, koordinatı 2 olan noktadan x eksenine bir 
dikme çizeriz. Benzer şekilde, koordinatı 3 olan noktadan y eksenine bir dikme çizeriz. 
Dikmelerin kesişim noktası istenen noktadır (şekil 2). 

Şekil 3

Koordinat eksenleri, koordinat düzlemini dördüller olarak adlandırılan dört bölü-
me ayırır. I. dördül olarak sağ üst kısım, II. dördül olarak sol üst kısım, III. dördül 
olarak sol alt kısım ve IV. dördül olarak sağ alt kısım alınır. Buna göre, herhangi bir 
P(x, y) noktası şu durumlarda bulunur: x > 0 ve y > 0 ise I. dördülde; x < 0 ve y > 0 ise 
II. dördülde; x < 0 ve y < 0 ise III. dördülde; x > 0 ve y < 0 ise IV. dördülde; y = 0 ise 
x ekseninde; x = 0 ise y ekseninde. Koordinat başlangıcı hem x ekseninde hem de y 
ekseninde olduğundan, her iki koordinatı da sıfıra eşittir, yani O(0, 0) (şekil 3).

Alıştırma 3. Düzlemde aşağıdaki noktaları işaretleyiniz:
a)	A(5, 2)			   b) B(4, 0)			   c)	 C(-3, 5)			   ç)	 D(0, 3) 
d)	E(-6, -1)			  e) F(-2, 0)			   f)	 G(2, -1/2)		  g)	H(0, -2)

ve ardından hangi bölgede veya hangi koordinat eksenine ait olduklarını belirleyiniz.

II dördül

III dördül

I dördül

IV dördül
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Şekil 4

Çözüm. a)	A(5,2) noktası I. dördile aittir.			   b)	B(4,0) x-eksenine aittir.

c)	 C(-3,5) noktası II. dördile aittir.						      ç)	 D(0,3) y-eksenine aittir.

d)	E(-6,-1) noktası III. dördile aittir.					     e)	 F(-2, 0) x-eksenine aittir.

f)	  IV dördüle aittir.

g)	H(0,-2) y-eksenine aittir.

İki Nokta Arasındaki Uzaklık
Analitik bir yöntem kullanarak, koordinat düzlemindeki iki nokta arasındaki uzaklığı 

hesaplama problemini çözeceğiz. Yani, verilen iki nokta M₁ ve M₂ arasındaki d uzaklığı, 
M₁M₂ doğru parçasının uzunluğuna eşittir, yani .

Verilen noktalardan birinin koordinat başlangıcı olduğu daha basit durumu çözelim 
(şekil 5).

							       Şekil 5										          Şekil 6

M(x, y) noktasından x eksenine indirilen dikmenin ayağı N olsun. ONM dik üçge-
ninden Pisagor teoremi gereği şunları elde ederiz:
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Örnek 4. M(3, 4) noktasının koordinat başlangıcına olan uzaklığı  

 dir.

Genel duruma geçelim. M₁(x₁, y₁) ve M₂(x₂, y₂) gibi iki nokta verilsin ve aralarındaki 
d uzaklığı bulmamız gerekiyor (şekil 6). M₁M₂M₃ dik üçgenini ele alalım. Dik kenar-
ların uzunlukları sırasıyla M₁M₃ = |x₂ - x₁| ve M₂M₃ = |y₂ - y₁|’dir. M₁ ve M₂ noktaları 
arasındaki d uzaklığı, M₁M₂ hipotenüsünün uzunluğuna eşittir, yani:

Örnek 5. M₁(-2, 3) ve M₂(0, -2) noktaları arasındaki uzaklığı hesaplayınız:

Alıştırma 6. A(3, -6), B(-2, 4) ve C(1, -2) noktalarının aynı doğru üzerinde olup 
olmadığını kontrol ediniz.

Çözüm.   ve  uzunluklarını hesaplayarak, içlerinden birinin diğer ikisinin 
toplamı olup olmadığını kontrol edeceğiz:

’den, verilen noktaların aynı doğru üzerinde olduğunu elde ederiz.

Alıştırma 7. Köşeleri A(1, 1), B(2, 3) ve  olan üçgenin kenarlarına göre hangi 
türden olduğunu belirleyiniz.

Çözüm. Kenarlarının uzunluklarını  ve  bulalım:

’den, verilen üçgenin ikizkenar olduğunu elde ediyoruz. 

Alıştırmalar

1.	 Aşağıdaki noktaların hangi bölgede veya hangi koordinat eksenine ait olduğunu 
belirleyin:    

a)	 			   b)	 			   c)	 			   ç)	

d)	 			   e)	 		  f)	 				    g)	

ve hangi bölgede veya hangi eksene ait olduklarını belirleyiniz.

2.	 A(1, 4) ve B(5, 2) uç noktalarının koordinatları biliniyorsa AB doğru parçasını 
oluşturun. Ardından, x- ekseni ve y-ekseni üzerindeki mx ve my dik izdüşümlerinin 
uzunluklarını bulunuz.
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3.	 Köşelerinin koordinatları A(1, -3), B(5, 2) ve  verilmiş olan ABC üçge-
nini oluşturunuz.

4.	 Aşağıdaki noktalar arasındaki uzaklığı hesaplayınız:
a)	  ve 					    b)	  ve 
c)	  ve 				    ç)	  ve 

5.	 A(1, -3), B(3, -5) ve C(-5, 7) noktalarının bir üçgenin köşeleri olup olmadığını 
kontrol ediniz.

6.	 A(-1, 5) noktasına olan uzaklığı 10 olan ve apsisi 7’ye eşit olan B noktasının 
ordinatını bulunuz.

7.	 A(5, 8) ve B(-11, -2) noktaları veriliyor. B noktasına göre A noktasına simetrik 
olan C noktasının koordinatlarını bulunuz.

4.2. Bir Doğru Parçasını Verilen Bir Oranda Bölme

 AB doğru parçası üzerinde   (A ≠ B) olacak şekilde M noktası varsa, M 
noktasına AB doğru parçasını λ oranında böler deriz. 

Örnek 1. Eğer M noktası AB doğru parçasının orta noktası ise,  dir, yani M 
noktası AB doğru parçasını A’dan B’ye doğru λ = 1 oranında böler (şekil 7).

						      Şekil 7													             Şekil 8

Örnek 2. P ve Q noktalarının AB doğru parçasını üç eşit parçaya böldüğünü ve 

 olduğunu varsayalım. O zaman  ve  dir, buradan P 

noktasının AB doğru parçasını A’dan B’ye doğru  oranında, Q noktası ise 2 oranında 
böldüğü sonucuna varırız, (Şekil 8).

Genellikle, “M noktası AB doğru parçasını A’dan B’ye doğru λ oranında böler” de-
mek yerine, “M noktası AB doğru parçasını λ oranında böler” deriz, AB etiketinin BA 
değil, A’dan B’ye bölündüğünü gösterdiğini varsayarak.

M noktası sadece A ve B noktaları arasında olduğu durumda λ sayısı sıfırdan büyük-
tür. Özellikle, ise, M noktası AB doğru parçasının orta noktasıdır. M noktası A noktası 
ile çakıştığı durumda λ = 0 dır. λ = -1 olduğu durumda  gerekir ve bu ise 
mümkün değildir. Dolayısıyla λ ≠ -1’dir. λ sayısı sıfırdan küçük ve λ ≠ -1 ise ve ancak 
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o zaman M noktası AB doğru parçasının dıiında, yani uzantısında olarak, AB doğrusu 
üzerinde bulunur.

Şekil 9

 Uç noktaları A(x₁, y₁) ve B(x₂, y₂) olan doğru parçasını λ oranında bölen M(x, y) 
noktasının koordinatlarını bulalım (şekil 9). ’den x - x₁ = λ(x₂ - x) ve y - 
y₁ = λ(y₂ - y) elde edilir. O halde:  ve  elde edilir.  
Oradan da

 ve 

elde edilir.  ise,

 ve 

elde edilir. Özel durumda M noktası AB doğru parçasının orta noktası ise, λ = 1 olur ve:

 ve 

formülü elde edilir.

Alıştırma 3. Köşelerinin koordinatları A(-2, -3), B(6, 1) ve C(-4, 5) olan ABC üçgeni 
veriliyor. Üçgenin ağırlık merkezinin koordinatlarını bulunuz.

Çözüm. Ağırlık merkezinin koordinatlarını bulmak için, ağırlık merkezinin her bir 
kenarortayı AA₁, BB₁ ve CC₁’i 2 oranında böldüğü koşulunu kullanacağız.

 ve  olduğundan, A₁(2, -1) elde 

ederiz. O halde,  ve  elde edilir. 

Demek ki, ağırlık merkez noktasının koordinatları için T(0, 1) elde edilir. 
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Alıştırmalar

1.	 A(3, -7), B(5, 2) ve C(-1, 0) bir üçgenin köşeleri olsun. Kenarlarının orta nokta-
larının koordinatlarını bulunuz.

2.	 A(1, 1), B(5, 11) ve C(3, -1) bir üçgenin köşeleri olsun. A köşesinden çizilen ke-
narortayın uzunluğunu bulunuz.

3.	 A(3, 1) ve B(8, 3) noktaları veriliyor. AB doğru parçasını şu oranlarda bölen M 
noktasının koordinatlarını bulunuz:

a)	 			   b)	 			   c)	 			  ç)	

4.	 Kenarlarının  orta noktaları P(3, -2), Q(1, 6) ve R(-4, 2)  olan ABC üçgeninin 
köşelerinin koordinatlarını bulunuz.

5.	 A(a₁, a₂), B(b₁, b₂) ve C(c₁, c₂) noktaları bir üçgenin köşelerinin koordinatları 

olsun. Üçgenin ağırlık merkezi için  geçerli olduğunu kanıt-
layınız.

4.3. Üçgenin Alanı

Köşelerinin koordinatlarıyla M₁(x₁, y₁), M₂(x₂, y₂) ve M₃(x₃, y₃) verilmiş olan bir 
üçgenin alanını hesaplayalım. Bu işlemi iki adımda çözmek daha kolay olur.

I. Adım. Öncelikle, bir köşe noktası koordinat başlangıcı ve diğer köşe noktası x 
ekseni üzerinde olan bir üçgenin alanını bulacağız (şekil 10). O zaman üçüncü köşe 
noktası x ekseninin üzerinde veya altında bulunur. Üçgenin alanının taban uzunluğu ile 
yüksekliğin yarısının çarpımına eşit olduğu formülü kullanarak, üçgenin alanının    

Formülüyle hesaplanır, burada mutlak değer kullanıyoruz çünkü alan pozitif bir 
büyüklüktür ve x veya y pozitif veya negatif olabilir.

II. Adım. Genel durumda (şekil 11), köşe noktaları M₁(x₁, y₁), M₂(x₂, y₂) ve M₃(x₃, 
y₃) olan bir üçgenin alanı,  ve  yamuklarının alanlarının toplamın-
dan  yamuğunun alanı çıkarılarak hesaplanır ve şu ifade elde edilir:



104

Modüler Birim 4

								        Şekil 10										         Şekil 11

Eğer M₃ noktası M₁ ve M₂ noktaları tarafından belirlenen doğrunun altındaysa, 
üçgenin alanı için negatif bir değer elde ederiz, bu nedenle alan pozitif bir büyüklük 
olduğundan mutlak değer kullanmalıyız.

Alıştırma 1. Köşe noktaları A(1, 2), B(-2, 3) ve C(0, 5) olan bir üçgenin alanını 
hesaplayınız.

Çözüm. Üçgenin alanını hesaplama formülüne göre:

elde edilir. Buna göre, üçgenin alanı 4 birimdir. 

Alıştırmalar

1.	 Köşelerinin koordinatları A(-3, 2), B(3, 5) ve C(1, -3) olan bir üçgenin alanını 
hesaplayınız.

2.	 R(-3, -3), P(3, 5) ve P(6, 9) noktaları bir üçgenin köşeleri midir?

3.	 M(1, -3), B(3, 5) ve C(2, 1) noktalarının aynı doğru üzerinde olup olmadığını 
kontrol ediniz.

4.	 Köşelerinin koordinatları A(0, 1), B(3, 7), C(4, 4) ve D(1, -2) olan ABCD para-
lelkenarının alanını bulunuz.

5.	 Köşelerinin koordinatları A(1, 4), B(5, 3), C(-3, -5) ve D(-2, 1) olan ABCD ya-
muğunun alanını hesaplayınız.
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4.4. Doğru Denkleminin Açık Biçimi

Doğru, tanımlanmayan temel bir geometrik kavram olduğundan, denklemine ulaş-
mak için bazı özelliklerini kullanmamız gerekir. İlk olarak, koordinat başlangıcından ge-
çen ve koordinat eksenlerinden farklı olan bir doğrunun denklemini belirtelim (şekil 1).

Şekil 1

M(x, y) noktası, koordinat başlangıcından farklı olan doğrunun herhangi bir noktası 
olsun. M noktasının x ekseni üzerindeki dik izdüşümünü M₁ ile ve doğrunun x ekseninin 
pozitif yönü ile yaptığı açıyı α ile gösterelim. O zaman

oranı, M noktasının herhangi bir konumu için sabittir. Bu oran k ile gösterilir ve doğ-
runun eğimi veya doğrultman katsayısı olarak adlandırılır. Buradan, doğrunun her 
noktasının koordinatları

				    y = kx.

denklemini sağladığını elde ediyoruz.
Bu nedenle, son denklem koordinat başlangıcından geçen ve x ekseninin pozitif yönü 

ile α açısı yapan bir doğrunun denklemidir, burada k = tg α’dır.

Alıştırma 1. Koordinat başlangıcından geçen ve x ekseninin pozitif yönü ile  
açısı yapan doğrunun denklemini yazınız.

Çözüm. Doğru koordinat başlangıcından geçtiği için denklemi y = kx şeklindedir. 
Ödevin koşulundan  elde edilir. Demek ki, arananılan denklem y = x 
olduğunu buluyoruz.

Koordinat düzleminde herhangi bir doğru verilsin. O zaman aşağıdaki üç durum 
mümkündür:

•	 Doğru her iki koordinat eksenini de keser (şekil 2). N(0, m), doğrunun y eksenini 
kestiği nokta olsun. Bu durumda, doğrunun herhangi bir noktasının ordinatı, koordinat 
başlangıcından geçen doğrunun noktalarına göre eğer m pozitifse m kadar daha büyüktür 
veya m negatifse m kadar daha küçüktür ve verilen doğruya paraleldir.
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İncelenen iki doğru, x- ekseninin pozitif yönü ile eşit açılar yaptığından, eğimleri eşittir. 
Koordinat başlangıcından geçen doğrunun denklemi

		  y = kx 

denklemi ile verildiğinden, verilen doğrunun denklemi  

		  y = kx + m

şeklinde olacaktır. Burada k, verilen doğrunun eğimi,  m ise y- ekseninden kesilen 
doğru parçasıdır. Elde edilen denklem doğrunun açık biçimidir, dolayısıyla doğru açık 
biçimde verilmiştir denir.

Şekil 2

Alıştırma 2. M(2, -3) ve N(5, 6) noktalarından geçen doğrunun denklemini yazınız.
Çözüm. Verilen noktaların farklı apsis ve ordinatları vardır, bu nedenle aranan doğ-

runun denklemi y = kx + m şeklindedir, burada k doğrunun eğimi ve m y ekseninden 
kesilen doğru parçasıdır. Ödevin koşuluna göre, M(2, -3) ve N(5, 6) noktaları doğru-
nun noktalarıdır, bu nedenle koordinatları y = kx + m denklemini sağlar. Bu şekilde 

 sistemini elde ederiz. Sistemin çözümü k = 3 ve m = -9 olduğunu buluyo-

ruz. Buna göre, aranılan doğrunun denklemi y = 3x - 9’dur. 
Eğimin geometrik anlamını ve doğrunun açık biçimli denklemindeki ordinat ekseni-

nin kesişim noktasını göz önünde bulundurarak şunları söyleyebiliriz:
a) İki doğrunun eğimleri ancak eşit olduğu durumda paraleldirler;
b) İki doğru ordinat eksenini ancak ve ancak aynı noktada keselerse, onların ordinat 

ekseninden kestikleri doğru parçaları birbirine eşittir. 
•	 Doğru x eksenine paraleldir veya x- ekseni ile çakışır (şekil 3). O zaman doğrunun 

tüm noktaları x- ekseninden eşit uzaklıktadır. Bir noktanın x -ekseninden uzaklığı aslında 
ordinatı olduğundan, verilen doğrunun tüm noktalarının ordinatları
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birbirine eşit olduğu sonucuna varabiliriz. Eğer bu uzaklığı m ile gösterirsek, doğrunun 
denklemi  

			   y = m
şeklini alır. Bu doğrunun konumu, bir önceki durumun özel bir durumu olarak ele 

alınabilir. Yani, bu durumda doğru x- ekseninin pozitif yönü ile α = 2kπ, k = 0, 1, 2, ... 
açısını yapar, bu nedenle eğim k = 0’dır. Özel olarak, x- ekseninin denklemi y = 0 dır.

Şekil 3

•	 Doğru y -eksenine paraleldir veya y- ekseni ile çakışır (şekil 3). O zaman doğru-
nun tüm noktaları y -ekseninden eşit uzaklıktadır. Bir noktanın y -ekseninden uzaklığı 
aslında apsisi olduğundan, verilen doğrunun tüm noktalarının apsislerinin birbirine eşit 
olduğu sonucuna varabiliriz. Eğer bu uzaklığı a ile gösterirsek, doğrunun denklemini  

			   	 x = a
biçiminde yazabiliriz. Özel durumda, y ekseni x = 0 denklemi ile verilir.
Alıştırma 3. Koordinat düzleminde x = 2 ve y = 3 doğrularının durumu nasıldır?
Çözüm. x = 2 doğrusu y eksenine paraleldir ve her noktası y ekseninden 2 birim uzaklık-

tadır, y = 3 doğrusu ise x eksenine paraleldir ve her noktası x ekseninden 3 birim uzaklıktadır. 

Alıştırmalar

1.	 M(-1, 1), N(2, -3) ve P(2, 2) noktalarının y = -x + 4 doğrusunun noktaları olup 
olmadığını kontrol ediniz.

2.	 Koordinat başlangıcından geçen ve x ekseninin pozitif yönü ile verilen açıyı yapan 
doğrunun denklemini belirtiniz: 

a)	 			   b)	 			   c)	

3.	 Verilenlere göre, doğrunun eğimini ve y -ekseninden kestiği doğru parçasını be-
lirtiniz:  
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a)	 			   b)	 			   c)	 			   ç)	

4.	 x ekseninin pozitif yönü ile  açısı yapan ve ordinat ekseninden kestiği doğru 

parçası ’ e eşit olan doğrunun denklemini yazınız.

5. A(-3, 2) noktasından geçen ve x ekseninin pozitif yönü ile α = 135° açı yapan 
doğrunun denklemini yazınız.

4.5. Doğru Denkleminin Genel Şekli

Önceki derste, koordinat düzlemindeki bir doğrunun denklemi için x ve y değiş-
kenlerine göre birinci dereceden bir denklem elde ettik. Bu derste, iki değişken x ve y 
değişkenli genel bir birinci dereceden denklemin, yani 

		
Belirteceğiz. Burada  A ≠ 0 veya B ≠ 0 olduğunu varsayıyoruz. Gerçekten de, A = B 

= 0 ise, verilen denklem C = 0 denklemine indirgenir. Bu durumda, C ≠ 0 ise, düzlemde 
denklemi sağlayan nokta yoktur, C = 0 ise, düzlemdeki tüm noktalar denklemi sağlar.

•	 A = 0 ise, o zaman B ≠ 0, dolayısıyla (1) denklemi  denklemine denktir. 

Bildiğimiz gibi, düzlemde bu son denklemi sağlayan noktaların geometrik yeri, x ekse-

nine paralel olan ve  noktasından geçen bir doğrudur.

•	 B = 0 ise, o zaman A ≠ 0, dolayısıyla (1) denklemi  denklemine denktir. 

Düzlemde bu son denklemi sağlayan noktaların geometrik yeri, y eksenine paralel olan 

ve  noktasından geçen bir doğrudur.

•	 A ≠ 0 ve B ≠ 0 ise, o zaman (1) denklemi, eğimi  ve y ekseninin kesişim 

noktası  olan açık biçimli bir doğru denklemine denktir.

Yapılan tartışmadan, Ax + By + C = 0 biçimindeki denklemin, doğrunun genel şekli 
olarak adlandırılan bir doğru denklemi olduğu sonucuna varabiliriz.
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Alıştırma 1.  doğrusunun denklemini genel biçime dönüştürünüz.

Çözüm. Verilen denklem,  denklemine, yani x + 2y - 6 = 0 denklemine 
denktir.

Alıştırma 2. 3x + 3y - 5 = 0 doğrusunun denklemi veriliyor. Verilen doğrunun x 
ekseninin pozitif yönü ile yaptığı açıyı ve y ekseninden kesişim doğru parçayı bulunuz.

Çözüm. Verilen denklemi y’ye göre çözersek, verilen denkleme denk olan, yani düz-

lemde aynı doğruyu temsil eden  denklemini elde ederiz. k = tg α = -1’den 

 ve  elde ederiz.

Alıştırma 3.  2x - 3y + 2 = 0 denklemi ile verilen doğruyu çiziniz.

Şekil 1

Çözüm. Verilen ödevi çözmek için, doğrunun iki noktasını belirtmek ve ardından bu 
noktalardan geçen doğruyu çizmek yeterlidir (şekil 1). x için rastgele herhangi iki değer 
seçeriz ve ardından y için karşılık gelen değerleri hesaplarız. Bu durumda, örneğin x₁ 
= 2 gibi seçilen bir değer uygun olacaktır, çünkü bu durumda y için tam sayı değeri, y₁ 
= 2 elde ederiz. Benzer şekilde, x için x₂ = -1 değerini seçebiliriz, buradan y₂ = 0 elde 
ederiz. Bu arada, seçilen x değerleri arasındaki farkın yeterince büyük olmasına dikkat 
etmeliyiz, böylece elde edilen noktalar birbirinden yeterince uzaklıkta olmalıdır.

Alıştırmalar

1.	 Aşağıdaki doğru denklemlerini genel biçime getirin:
a)	 				    b)	 						      c)	 x = 3

2.	 Aşağıdaki doğruların eğimini ve ordinat eksenininden kestiği doğru parçasını 
bulunuz:

a) 2x – y + 3 = 0			   b) 5x + 2y – 3 = 0				    c) 3x + 8y + 16 = 0
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3.	  x + y - 3 = 0 doğrusunun denklemi veriliyor. Verilen doğrunun x ekseninin pozitif 
yönü ile yaptığı açıyı ve y ekseninin kestiği doğru parçanın uzunluğunu bulunuz:

4.	 Aşağıdaki denklemlerle verilen doğruları çiziniz.
a)	 			   b)	 			   c)	

ç)	 			   d)	 		  e)	

5.	 Ax + By + C = 0 doğrusunun x -ekseniyle oluşturduğu açı dar olduğuna göre, A 
ve B katsayılarının işaretlerini bulunuz. 

4.6. Bir Noktadan Geçen Doğrunun Denklemi

M(x₁, y₁) koordinat düzleminde sabit bir nokta olsun (şekil 1). Verilen noktadan 
sonsuz sayıda doğru geçer ve her birinin 

			   Ax + By + C = 0 

biçiminde genel denklemi vardır.

Şekil 2

M noktası doğrunun üzerinde olduğundan, koordinatları doğrunun denklemini sağlar, 
yani

			   Ax₁ + By₁ + C = 0

denklemi geçerlidir.
Elde edilen denklemi doğrunun denkleminden çıkarırsak, 

			   A(x - x₁) + B(y - y₁) = 0 

elde ederiz. Bu biçimdeki her denklem, koordinatları denklemi sağladığı için M nok-
tasından geçen bir doğru denklemidir. A ve B katsayılarına farklı değerler vererek, M 
noktasından geçen farklı doğruların denklemlerini elde ederiz.

M noktasından geçen tüm doğrular arasında y eksenine paralel olan tek bir doğru 
vardır. Denklemi x = x₁’dir. Bu doğru eğime sahip değildir ve y ekseninde kesişim nok-
tası yoktur, bu nedenle bu doğru açık biçimde verilemez. M noktasından geçen diğer 
her doğrunun 

			   y = kx + m 

açık biçimde yazılabilir.
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M noktası doğrunun üzerinde olduğundan, koordinatları doğrunun denklemini sağlar, 
yani

y₁ = kx₁ + m

denklemi geçerlidir.
Elde edilen denklemi doğrunun denkleminden çıkarırsak,

y - y₁ = k(x - x₁)

elde ederiz.
Bu biçimdeki her denklem, koordinatları denklemi sağladığı için M noktasından ge-

çen bir doğru denklemidir. k katsayısına farklı değerler vererek, y eksenine paralel olan 
doğru hariç M noktasından geçen farklı doğruların denklemlerini elde ederiz.

Alıştırma 1. M(-3, 2) noktasından geçen ve x ekseninin pozitif yönü ile α = 135° 
açısı yapan doğrunun denklemini yazınız.

Çözüm. M noktasından geçen herhangi bir doğrunun denklemi y - 2 = k(x + 3)’tür. 
İstenen doğru x ekseni ile α = 135° açısı yaptığından, eğimi k = tg135° = -1’dir. O halde 
istenen doğrunun denklemi y - 2 = - (x + 3), yani x + y + 1 = 0 dır.

Alıştırma 2. M(4, 6) noktasından geçen ve 3x + 2y - 25 = 0 doğrusuna paralel olan 
doğrunun denklemini yazınız.

Çözüm. Verilen doğrunun denklemi genel biçimdedir. Açık biçime dönüştürürsek, 

 doğrusu denklemini elde ederiz ve eğimi  dir. İstenen doğru ve 

verilen doğru paralel olduğundan, x ekseninin pozitif yönü ile eşit açılar yaparlar, dola-

yısıyla eğimleri eşittir. Bu nedenle, istenen doğrunun denklemi  yani

’dır.

Alıştırmalar

1.	 M(-2, 1) noktasından geçen ve eğimi k = -3 olan doğrunun denklemini yazınız.

2.	 M(4, -7) noktasından geçen ve x ekseninin pozitif yönü ile α = 135° açısı yapan 
doğrunun denklemini yazınız.

3.	 M(7, -3) noktasından geçen ve aşağıdaki doğrulara paralel olan doğrunun denk-
lemini yazınız:

a) 			   b)	 			   c)	
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4.	 M(3, -1) noktasından geçen ve aşağıdaki doğrulara paralel olan doğrunun denk-
lemini yazınız:

a) apsis ekseni ile			   b) y = 3x doğrusu ile			   c) y = x doğrusu ile

5.	 M(1, -2) noktasından geçen ve aşağıdaki doğrulara paralel olan doğrunun denk-
lemini yazınız:

a) x + y - 5 = 0				    b) 3x + 6y - 1 = 0				   c) x - 3y = 0

4.7. İki Noktadan Geçen Doğrunun Denklemi

Bir noktadan geçen doğrunun denklemini kullanarak, verilen iki noktadan geçen 
doğrunun denklemini kolayca bulabiliriz.

Örnek 1. M₁(-12, 5) ve M₂(8, -3) noktalarından geçen doğrunun denklemini yazalım.
M₁ merkezli doğruların demeti y - 5 = k(x + 12) denklemine sahiptir. İstenen doğru 

M₂ noktasından geçtiğinden, koordinatları doğrunun denklemini sağlar, yani -3 - 5 = k(8 

+ 12) denklemi geçerlidir. Buradan  elde ederiz. Bu nedenle, istenen doğrunun 

denklemi  yani 

		  2x + 5y – 1 = 0 

elde edilir.

İncelediğimiz örnek, iki nokta ile verilen bir doğrunun denklemini bulma prosedürü-
nü ortaya koymaktadır. M₁(x₁, y₁) ve M₂(x₂, y₂) noktaları verilmiş olsun (şekil 1). Verilen 
noktalardan geçen doğrunun, yani M₁M₂ doğrusunun denklemini bulacağız.

 Şekil 1

•	 Eğer x₁ = x₂ ise, o zaman M₁M₂ doğrusu x eksenine diktir, bu durumda denklemi 

			   x = x₁ 

şeklindedir.
•	 Eğer x₁ ≠ x₂ ise, o zaman M₁ noktasından geçen herhangi bir doğrunun denklemi
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şeklindedir. M₁M₂ doğrusu M₂ noktasından geçtiğinden, koordinatları  

denklemi sağlar. O halde M₁M₂ doğrusunun eğimi  

olduğunu yazabiliriz. k değerini doğrular demetinin denkleminde yerine koyarsak, ve-
rilen iki noktadan geçen doğrunun denklemini elde ederiz:

Verilen iki noktadan geçen doğrunun denkleminden, üç noktanın doğrusallık koşu-
lunu elde edebiliriz. Yani, üçüncü bir M₃(x₃, y₃) noktası, M₁ ve M₂ noktaları tarafından 
belirlenen doğru üzerinde bulunur ancak ve ancak koordinatları, verilen iki nokta tara-
fından belirlenen doğrunun denklemini, yani şu denklemi sağlarsa:

Alıştırma 2. A(-1, -2), B(1, 3) ve C(-2, 4) noktaları verilen bir üçgenin köşeleridir. 
Üçgenin kenarortaylarının  denklemlerini belirtiniz.

Çözüm. BC, CA ve AB kenarlarının orta noktalarını sırasıyla L, M ve N ile gösterelim. 
O halde koordinatları için şunları elde ederiz:

 ve

AL kenarortayının eğimi 

O halde denklemi  yani 11x - y + 9 = 0 elde edilir.
Benzer şekilde, BM kenarortayının denklemi  4x - 5y + 11 = 0 ve CM kenarortayının 

denklemi 7x + 4y - 2 = 0 olduğunu elde ederiz. 

Alıştırmalar

1.	 Aşağıdaki noktalardan geçen doğrunun eğimini bulunuz:
a) M₁(-1, 4) ve M₂(4, -3)		  b) M₁(0, -2) ve M₂(-1, 3)		  c) M₁(1, 4) ve M₂(-2, 4)
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2.	 M₁(-1, 4) ve M₂(4, -3) noktalarından geçen doğrunun denklemini yazınız.

3.	 M₁(0, 3), M₂(2, 6) ve M₃(-1, -3) noktaları doğrusal mıdır?

4.	 A(2, -1), B(4, 5) ve C(-3, 2) ise, ABC üçgeninin ağırlık merkezinden ve koordinat 
başlangıcından geçen doğrunun denklemini yazınız.

5.	 A(-1, 2), B(3, -1) ve C(0, 4) noktaları verilen bir üçgenin köşeleridir. Her biri 
bir köşeden geçen ve karşı tarafa paralel olan doğruların denklemlerini bulunuz. 

4.8. Doğrunun Eksen Parçaları Şeklinden Denklemi

Daha önce gördüğümüz gibi,

			 

denklemi koordinat düzleminde bir doğrunun denklemidir. Bu arada, doğru ancak 
ve ancak C = 0 ise koordinat başlangıcından geçer. A katsayısı ancak ve ancak doğru 
x eksenine paralelse sıfırdır, B katsayısı ise ancak ve ancak doğru y eksenine paralelse 
sıfırdır.

Verilen doğrunun koordinat başlangıcından geçmediğini ve hiçbir koordinat eksenine 
paralel olmadığını varsayalım. O zaman denkleminin katsayıları için A ≠ 0, B ≠ 0 ve C 
≠ 0 geçerlidir. (1) denklemini   sayısı ile çarp arsak 

 veya 

elde edilir.  ve  alırsak,  

denklemi elde edilir. Bu denkleme doğrunun eksen parçaları şeklinden denklemi 
denir.

Şekil 1
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a ve b parametrelerinin geometrik anlamını inceleyelim. (2) denkleminde y = 0 ve 
ardından x = 0 koyarsak, doğrunun x ekseni ve y ekseni ile kesişim noktalarını sırasıyla 
P(a, 0) ve Q(0, b) elde ederiz. Bu nedenle, a ve b sayıları mutlak değer olarak, doğru-
nun sırasıyla x ekseni ve y ekseninden kestiği doğru parçalarının uzunluklarına eşittir. 
Bunlara eksen parçaları veya eksen kesitleri denir (Şekil 1).

Alıştırma1. Aşağıdaki doğru denklemlerini eksen parçaları biçiminde yazınız:
a)	x - 3y - 6 = 0                         b)	 y = 3x - 4

ve ardından koordinat ekseninden kesilen doğru parçalarının uzunluklarını bulunuz.
Çözüm. a) I. Yol: Verilen doğru denklemi genel biçimdedir.

Denklemi  ile çarparsak,  denklemini elde ederiz. Bu denk-

lem,
		

denklemi ile denktir ve aynı zamanda eksen parçaları cinsinden yazılmıştır. 

II. Yol: Verilen denklemde A = 1, B = -3 ve C = -6’dır. O zaman   

ve  elde ederiz, bu da denklemin eksen parçaları biçiminde olan  

		

Denklemdir. Dolayısıyla x ekseninden kesilen doğru parçasının uzunluğu 6 birim, y 
ekseninden kesilen doğru parçasının uzunluğu ise 2 birimdir.

b) Verilen denklemi genel biçime 2x - y - 4 = 0 olarak dönüştürürüz ve ardından 
önceki durumda olduğu gibi, doğru denklemini eksen parçaları biçiminde 

		

yazarız . Buna göre, doğrunun x ekseninden ayırdığı doğru parçası 2 birim, y -ekseninden 
kesilen doğru parçasının uzunluğu ise 4 birimdir. 

Alıştırma 2.  2x - 5y - 10 = 0 doğrusu ve koordinat eksenleri tarafından sınırlanan 
üçgenin alanını hesaplayınız.

Çözüm. Koordinat eksenleri dik açıyla kesiştiğinden, istenen üçgen, dik açılı köşesi 
koordinat başlangıcında olan bir dik üçgendir, dik kenarları koordinat eksenlerinde,  
hipotenüsü ise verilen doğru üzerindedir.  Dik üçgenin alanının, dik kenarlarının uzun-
luklarının çarpımının yarısına eşit olduğunu biliyoruz, bunlar da koordinat eksenlerinde 
kesilen doğru parçalarının uzunluklarıdır. Doğru denklemini eksen parçaları biçimine 
dönüştürürsek, 

denklemini elde ederiz. Buna göre, eksenlerden kesilen doğru parçalarının uzun-
lukları 5 birim ve 2 birimdir, dolayısıyla istenen dik üçgenin dik kenarları 5 birim ve 2 
birimdir. O halde alanı
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birim kare olduğunu buluyoruz.

Alıştırmalar

1.	 Verilen doğru denklemlerini eksen parçaları biçiminde yazınız:
a) 3x - 2y + 12 = 0			   b) y = -x + 1			   c) y = 4x – 2

ve ardından her bir koordinat eksenindeki kestiği doğru parçaların uzunluklarını bulu-
nuz.

2.	 2x + 5ky - 3 = 0 doğrusunun koordinat eksenlerinde kestiği doğru parçalarının 
toplamı 10 olduğuna göre, k parametresinin değerini bulunuz.

3.	 x + 2y - 6 = 0 doğrusu ve koordinat eksenleri tarafından sınırlanan üçgenin alanını 
hesaplayınız.

4.	 M(3, 2) noktasından geçen ve koordinat eksenlerinden eşit uzunlukta doğru par-
çaları kesen bir doğru çiziniz.

5.	  doğrusu koordinat eksenleriyle yaptığı açı aşağıdaki şıklarda verilmiştir. 

Doğrunun koordinat eksenlerinden kestiği a ve b doğru parçalarını karşılaştırınız: 

a)	 			   b)	 			   c)	

4.9. Doğru Denkleminin Normal Şekli

Bu derste, koordinat düzleminde koordinat başlangıcından geçmeyen ve hiçbir koor-
dinat eksenine paralel olmayan bir doğru tanımlamanın başka bir yolunu öğreneceğiz.

Koordinat başlangıcından verilen doğruya bir dikme indiririz ve OP doğru parçasının 
uzunluğunu p ile ve bu dikmenin x ekseni ile yaptığı açıyı α ile gösteririz (şekil 1).

Şekil 1

OAP ve BOP dik üçgenlerinden şunları elde ederiz:
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                  a cos α = p   ve   b sin α = p

 eksen parçaları cinsinde verilen doğrunun denkleminde 

				     ve 

ile değiştirirsek, sadeleştirmeden sonra denklem  

				    x cos α + y sin α - p = 0

şekline dönüşür. Buna denklemin normal şekli denir. 

α açısı, doğrunun normalinin x -ekseninin pozitif yönü ile yaptığı açıdır ve p, doğ-
runun koordinat başlangıcından uzaklığıdır. α açısı sabit ise, p’nin farklı değerleri için, 
x -ekseninin pozitif yönü ile α açısı yapan doğruya dik olan bir paralel doğrular ailesi 
elde ederiz. Doğru genel biçimde 

				    Ax + By + C = 0 

denklemi ile verildiğinde, doğrunun normal biçimini nasıl belirleyeceğimiz sorusu or-
taya çıkar. Verilen denklemi, normlaştırıcı çarpan olarak adlandırılan ve 

				    M · A = cos α   ve   M · B = sin α 

bağıntılarını sağlayan bir M ≠ 0 reel sayısı ile çarpacağız.
Son iki denklemi karelerini alıp toplarsak, 

			   (MA)² + (MB)² = sin² α + cos² α = 1

 elde ederiz, buradan  M²(A² + B²) = 1, yani

sonucu elde edilir.
Normlaştırıcı çarpan M’nin işaretini  M · C = -p  koşulundan buluruz. Son denklemi 

p = -M · C  biçiminde yazacağız. p pozitif olduğundan, M’nin işareti MC ifadesi pozitif 
olacak şekilde seçilmelidir. Bu nedenle, normlaştırıcı çarpan M’nin işareti C’nin işare-
tinin tersi olmalıdır. Bu şekilde doğrunun normal biçimindeki denklemini elde ederiz:

			 

Alıştırma 1. 3x - 4y + 10 = 0 doğrusunun denklemini normal biçimde yazınız.
Çözüm. Verilen doğru nun denklemi,  A = 3, B = -4 ve C = 10 katsayılarına sahip 

genel biçimde bir denklemdir. C katsayısı pozitif olduğundan, denklemi şu sayı ile 
çarpıyoruz:
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O halde verilen doğrunun normal biçimindeki denklemi şu şekildedir:

Alıştırmalar

1.	 Aşağıdaki doğru denklemlerinden hangisi normal biçimde bir doğru denklemini 
temsil eder?

a)	 					    b)	 				    c)	

ç)	 			   d)	 			   e)	

2.	 Aşağıdaki denklemlerin normlaştırıcı çarpanını bulunuz:
a) 2x - y - 3 = 0			   b) x + 10y - 33 = 0			   c) x + 4y + 10 = 0

3.	 Aşağıdaki doğru denklemlerini normal biçimde yazınız:
a)	 			   b)	 			   c)	
ç)	 				    d)	 					    e)	

4.	 Aşağıdaki doğru denklemlerini normal biçimde yazınız:

a)	 					     b)	 					     c)	

4.10. Bir Noktadan Doğruya Uzaklık

Bir sonraki görevimiz, koordinat düzleminde verilen bir noktadan verilen bir doğru-
ya uzaklığı hesaplamaktır. Bildiğimiz gibi, bir noktadan bir doğruya uzaklık, noktadan 
doğruya indirilen dikmenin uzunluğuna eşittir.

•	 Doğru x eksenine dik ise, M(x₁, y₁) noktasından x = p doğrusuna olan uzaklık 
’dir (şekil 1).

•	 Doğru genel durumda olsun (şekil 2). Verilen M(x₁, y₁) noktasından verilen doğ-
ruya paralel bir doğru çizeriz. O zaman M noktasından doğruya olan uzaklık, paralel 
doğrular arasındaki uzaklığa eşit olacaktır.

								        Şekil 1										          Şekil 2
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•	 Verilen doğrunun denklemini 

			 

normal biçimde yazarsak, ona paralel olan doğrunun denklemi

			 

olur, burada p₁, doğrunun M(x₁, y₁) noktasından geçtiği koşulundan belirlenir, yani

			 

M(x₁, y₁) noktasının doğruya olan uzaklığı, paralel doğrular arasındaki uzaklığa eşit-
tir, yani d = |p - p₁| = |x₁ cos α + y₁ sin α - p|   ya da

			 

elde edilir. Son eşitlikten, verilen noktadan doğruya olan uzaklığın, doğrunun normal 
biçimindeki 

			 

denkleminin sol tarafında, yani noktanın koordinatlarını yerine koyarak ve ardından 
elde edilen sayının mutlak değerini alarak elde edildiği sonucudur. Bu arada, ifadenin 
işareti aşağıdaki geometrik anlama sahiptir:

•	 Noktadan doğruya olan uzaklık, mutlak değer alınmadan önce pozitif bir sayı ise, 
o zaman nokta ve koordinat başlangıcı doğrunun farklı taraflarındadır;

•	 Noktadan doğruya olan uzaklık, mutlak değer alınmadan önce negatif bir sayı ise, 
o zaman nokta ve koordinat başlangıcı doğrunun aynı tarafındadır.

Doğru denklemi genel biçimde

			 

Verildiği durumda, denklemi normal biçime dönüştürmemiz gerekir, yani normlaş-
tırıcı çarpan olan

			 

ile çarpmamız gerekir. Normlaştırıcı çarpanın işareti, C katsayısının işaretinin tersi ola-
cak şekilde seçilir. O zaman verilen noktadan doğruya olan uzaklık, doğrunun normal 
biçimindeki denkleminin sol tarafında, yani

			 

Denkleminde, noktanın koordinatlarını yerine koyarak ve ardından elde edilen sayı-
nın mutlak değerini alarak elde edilir. Sonuç olarak,

elde ederiz.
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Alıştırma 1.  A(2, 1) ve B(-2, 4) noktalarının 4x - 3y + 15 = 0 doğrusuna olan uzak-
lıklarını bulunuz.

Çözüm. Verilen noktadan doğruya olan uzaklığı bulmak için, öncelikle denklemi 
normal biçime dönüştürmemiz gerekir. Bu amaçla denklemi normlaştırıcı çarpan ile 
çarparız:

			 

Normlaştırıcı çarpanın işareti, C katsayısının işaretinin tersi olacak şekilde seçilir, bu 

durumda ‘dir. O halde doğrunun normal denklemi şu şekildedir:

			 

Şimdi verilen noktanın koordinatlarını yerine koyarsak, şunu elde ederiz:

			 

Mutlak değer almadan önce d’nin işareti negatif olduğu için, A noktası ve koordinat 
başlangıcı doğrunun aynı tarafındadır.

Benzer şekilde, B noktası için şunu elde ederiz:

			 

Bu durumda, mutlak değer almadan önce d’nin işareti pozitifti, bu nedenle B noktası ve 
koordinat başlangıcı doğrunun farklı taraflarındadır.

Alıştırma 2. Düzlemdeki hangi noktalar x - y + 1 = 0 doğrusuna  uzaklıktadır?
Çözüm. M(x, y) noktasının x - y + 1 = 0 doğrusuna  uzaklıkta olması için şu 

koşul geçerli olmalıdır:

			 

yani |x - y + 1| = 2 elde edilir. Buradan x - y + 1 = -2  ya da  x - y + 1 = 2 elde ederiz.
Bu nedenle, x - y + 1 = 0 doğrusuna  uzaklıkta olan noktalar y = x - 1 ve y = x + 

3 doğrularının noktalarıdır.

Alıştırmalar

1.	 A(-5, -1) noktasının 4x + 3y + 30 = 0 doğrusuna olan uzaklığını bulunuz. Verilen 
nokta ve koordinat başlangıcı doğrunun aynı tarafında mıdır?
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2.	 9x - 12y + 10 = 0 doğrusunun koordinat başlangıcına olan uzaklığını bulun.

3.	 M(-3, 1) ve N(5, 4) noktalarından hangisinin x - 2y - 5 = 0 doğrusuna daha yakın 
olduğunu belirleyin. Verilen doğrunun MN doğru parçasını kesmediğini gösterin.

4.	 A(3, 5), B(7, -4) ve C(-11, -13) ise ABC üçgeninin yüksekliklerini bulun.

5.	 C(4, 3) noktasından 5 birim uzaklıkta olan ve koordinat eksenlerinden eşit doğru 
parçaları kesen doğrunun denklemini bulunuz.

6.	  doğrusuna paralel olan doğruların hepsinden, A(2, 3) noktasından 5 birim 

uzaklıkta olan doğruyu bulun.

4.11. İki Doğrunun Karşılıklı Durumları

Bildiğimiz gibi, düzlemde iki doğru kesişebilir, paralel olabilir veya çakışabilir. Ko-
ordinat düzleminde genel denklemleriyle

			 

verilen iki doğru olsun. Verilen denklemlerle tanımlanan sistemin katsayılarına bağlı 
olarak aşağıdaki üç durum mümkündür.

•	 Eğer A₁B₂ - A₂B₁ ≠ 0 ise, yani

			 

ise, o zaman sistemin tek bir çözümü vardır:

			 

yani verilen doğrular (x₀, y₀) noktasında kesişir.
Alıştırma 1. 2x - y - 5 = 0  ve  x + 3y + 1 = 0 doğrularının kesiştiğini gösteriniz ve 

kesişim noktasının koordinatlarını bulunuz.
Çözüm.  2x - y - 5 = 0  ve  x + 3y + 1 = 0 doğrularının denklemlerinde A₁ = 2, B₁ = 

-1, C₁ = -5 ve A₂ = 1, B₂ = 3, C₂ = 1’dir. Buradan şu sonuca varırız:

			 

bu da doğruların kesiştiği anlamına gelir. Kesişim noktasının koordinatları şunlardır:
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•	 Eğer   ve  ise, yani

			 

ise, o zaman sistemin çözümü yoktur, yani doğrular paraleldir.
•	 Eğer  ve  ise, yani

			 

ise, o zaman sistemin sonsuz sayıda çözümü vardır, yani doğrular çakışıktır.

Alıştırmalar 2. Aşağıdaki doğruların durumunu inceleyiniz:
a) 3x - 2y + 5 = 0  ve   9y - 6x - 1 = 0   paralel midirler;
b) 4x + 2y - 3 = 0 ve 8y + 4x - 6 = 0  çakışık mıdırlar?

Çözüm. a)  ‘dan, doğruların paralel olduğu sonucu elde edilir.

b)  ‘dan doğruların çakışık olduğu sonucu elde edilir.

Devamında, iki doğru arasındaki açının nasıl hesaplanacağını öğreneceğiz ve iki 
doğrunun diklik koşulunu türeteceğiz. Verilen iki doğru arasındaki açı, doğrular açık 
denklemleriyle verildiğinde en kolay şekilde hesaplanır:

			    ve 

Doğruların kesiştiği φ açısı, doğruların ötelendiğinde değişmediğinden, verilen doğ-
ruların yaptığı açı, şu doğruların yaptığı açıya eşittir (şekil 1):

 ve 

Şekil 1

O halde φ = α₂ - α₁’dir. Eşitliğin her iki tarafına da tanjant uygularsak, şunu elde ederiz:
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			   tgα₁ = k₁ ve tgα₂ = k₂ 

olduğunu bildiğimize göre, 

			 

elde ederiz. 
İki doğrudan biri  y -eksenine paralel olduğu durumda, aralarındaki açı ‘dır, 

burada α diğer doğrunun x -ekseninin pozitif yönü ile yaptığı açıdır.

Alıştırma 3.  y = 2x – 3 ve 3x + y - 2 = 0 doğruları arasındaki açıyı bulunuz.
Çözüm. İlk doğrunun eğimi k₁ = 2 ve ikinci doğrunun eğimi k₂ = -3’tür. Bu nedenle, 

 dir, oradan da  sonucunu elde edilir.

Doğrular dik ise, o zaman ’dir, yani 

 elde edilir. Bu nedenle, iki doğrunun dik olma şartı için şu formülü elde 

etmiş oluyoruz: 

İki doğrudan biri y -eksenine paralel olduğunda, ancak ve ancak diğer doğru x -ek-
senine paralel ise onlar birbirine dik durumda olur. 

Alıştırma 4. M(-1, 1) noktasından geçen ve 3x - y + 2 = 0 doğrusuna dik olan doğ-
runun denklemini belirtiniz.

Çözüm. M noktasından geçen doğrular demetinin denklemi y - 1 = k(x + 1)’dir. 
Verilen doğruya, yani y = 3x + 2 doğrusuna dik olan demetten doğrunun denklemini 

belirlememiz gerekir. İki doğrunun diklik koşulundan  elde edilir. Bu nedenle, 
istenen doğrunun denklemi

			   x + 3y – 2 = 0’dır.

Alıştırma 5. ABC üçgeninin BC, CA ve AB kenarlarının doğrularının denklemleri 
sırasıyla 3x - 5y + 15 = 0, x + 3y + 5 = 0 ve 5x + y - 3 = 0’dır. Üçgenin yüksekliklerinin  
denklemlerini belirtiniz.

Çözüm. AB ve AC kenarlarının denklemlerinden şu sistemi oluşturuyoruz: 
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Bu sistemin çözümü  x = 1 ve y = -2 dir. Bu nedenle, A köşesinin koordinatları A(1, 
-2)’dir. Benzer şekilde, B(0, 3) ve C(-5, 0)’ı elde ederiz.

A(1, -2) köşesinden BC kenarına indirilen üçgenin yüksekliği AA₁’in denklemi  y + 
2 = k(x - 1)’dir. BC kenarının üzerinde bulunduğu doğrunun eğimi ’tir. Bu ise, 

AA₁ yüksekliğinin üzerinde bulunduğu doğruya diktir. Bu nedenle, ’tür. 
O halde AA₁ yüksekliğinin denklemi 

			    yani  5x + 3y + 1 = 0’dır.

B ve C köşelerinden indirilen yüksekliklerin üzerinde bulunduğu doğruların denk-
lemlerini benzer şekilde elde ederiz.

Alıştırmalar

1.	 Aşağıdaki doğrulardan hangilerinin kesiştiğini, hangilerinin paralel olduğunu ve 
hangilerinin çakıştığını belirleyin. Doğrular kesişiyorsa, kesişim noktasını bulunuz.

a) 3x - 2y + 1 = 0		 ve		 2x + 5y - 12 = 0 
b) 3x + y - 17 = 0		 ve		 6x + 2y + 12 = 0 
c) 2x - y + 3 = 0		  ve		 6x - 3y + 9 = 0

2.	 Çakışan Ax - 4y - 2 = 0  ve  2x - By + 1 - B = 0 doğrularının A ve B katsayılarının 
değerlerini bulunuz.

3.	 A(-2, 3) noktasından geçen ve 5x - 6y + 7 = 0 doğrusuna paralel olan doğrunun 
denklemini bulunuz.

4.	 2x - y + 7 = 0  ve  3x + y + 10 = 0 doğruları arasındaki açıyı bulunuz.

5.	 Aşağıdaki doğrulardan hangileri birbirine diktir:
a) 2x - 3y = 0 ve  3x + 2y = 0							      b) x - 2 = 0  ve  y + 5 = 0 
c) y = x + b  ve  y = -x									         ç) x - 2y + 1 = 0  ve  2x - y = 0  
d) 5x - 6y + 7 = 0  ve  6x + 5y - 1 = 0				    e) x + y = 2  ve  y = x + 3

6.	 A(3, 15) noktasından geçen ve 3x - 5y + 8 = 0 doğrusuna dik olan doğrunun denk-
lemini belirtiniz.
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4.12. Çember

Tanım. Çember, düzlemdeki sabit bir S noktasından eşit uzaklıkta bulunan tüm 
noktaların geometrik yeridir.

Çizim 1

S noktasına çemberin merkezi denir. Çember üzerindeki herhangi bir M noktası 
için, SM doğru parçasına çemberin yarıçapı denir. Genellikle, SM doğru parçasının 
uzunluğuna da çemberin yarıçapı denir.

Seçilen bir xOy koordinat düzlemine göre çemberin denklemini tanım yardımıyla 
bulacağız (Şekil 1).

Merkezi S(x₀, y₀) noktasında olan çember üzerindeki herhangi bir M(x, y) noktası 
için, ’ dir. İki nokta arasındaki uzaklık formülüne göre:

			 

elde edilir. Bu denklemden de,

			 

denklemi elde edilir. bu ise, merkezi (x₀, y₀) noktasında ve yarıçapı r olan çemberin 
normal denklemidir.

Özel olarak, çemberin merkezi koordinat başlangıcında ise, denklem
			 
şekline dönüşür ve buna çemberin merkezil denklemi denir.
Alıştırma 1. Merkezi S(5, 4) noktasında ve yarıçapı r = 8 olan çemberin denklemini 

belirtiniz.
Çözüm. İstenen denklem (x - 5)² + (y - 4)² = 64’tür.
Çemberin denklemini genişletilmiş biçimde yazarsak, şu denklemi elde ederiz:
			 
veya
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burada l = -2x₀, m = -2y₀ ve n = x₀² + y₀² - r²’dir, bu ikinci dereceden bir denklemdir.
x² + y² + lx + my + n = 0 biçimindeki ikinci dereceden bir denklemin ne zaman bir 

çember denklemi olduğu sorusu sorulabilir? l² + m² - 4n = 4x₀² + 4y₀² - 4(x₀² + y₀² - r²) 
= 4r² olduğundan, şu sonuçlara varabiliriz:

•	 Eğer l² + m² - 4n > 0 ise, o zaman 4r² > 0, yani r > 0, bu da verilen denklemin 

merkezi  ve yarıçapı r olan bir çember denklemi olduğu anlamına gelir;

•	 Eğer l² + m² - 4n = 0 ise, o zaman 4r² = 0, yani r = 0, bu da verilen denklemin  

 noktasının denklemi olduğu anlamına gelir;

•	 Eğer  l² + m² - 4n < 0 ise, o zaman 4r² < 0, bu mümkün değildir. Bu durumda, 
düzlemde koordinatları verilen denklemi sağlayan noktalar yoktur.

Alıştırma 2.  x² + y² - 6x + 10y + 18 = 0 denkleminin bir çember denklemi olduğunu 
ispatlayınız ve ardından merkezini ve yarıçapını bulunuz.

Çözüm. I. Yol: Verilen denklemde l = -6, m = 10 ve n = 18’dir.

			 

eşitsizliğinden, verilen denklemin bir çember denklemi olduğu elde edilir. l = -2x₀, m 
= -2y₀ ve n = x₀² + y₀² - r²’den x₀ = 3, y₀ = -5 ve r = 4 elde ederiz, yani verilen denklem 
S(3, -5) merkezli ve r = 4 yarıçaplı bir çemberin denklemidir.

II. Yol: Verilen denklemi, x² - 6x ve y² + 10y ifadelerini tam kareye tamamlayacak 
şekilde dönüştürürüz. O zaman verilen denklem (x - 3)² + (y + 5)² - 9 - 25 + 18 = 0, yani 

			 

biçimini alır; buradan verilen çemberin merkezinin S(3, -5) noktası ve yarıçapının r = 
4 olduğunu görüyoruz. 

Alıştırma 3. A(2, -2), B(7, 3) ve C(6, 0) noktalarından geçen çemberin denklemini 
belirtiniz.

Çözüm. Verilen her noktanın koordinatlarını x² + y² + lx + my + n = 0 denkleminde 
yerine koyarsak, şu sistemi elde ederiz:



127

DÜZLEMDE ANALİTİK GEOMETRİ

Ve bunun çözümü l = -4, m = -6 ve n = -12’dir. İstenen çember denklemi x² + y² - 4x 
- 6y - 12 = 0, yani 

			 

Alıştırmalar

1.	 Merkezi S(0, 0) noktasında ve yarıçapı r = 5 olan çemberin denklemini bulunuz.

2.	 Aşağıdaki denklemlerle verilen çemberlerin merkezlerinin koordinatlarını ve 
yarıçaplarını yazınız:

a) x² + y² + 14x + 40 = 0					     b) x² + y² + 12x - 16y + 64 = 0 
c) x² + y² - 70x - 24y = 0					     ç) x² + y² + 60x + 60y = -900

3.	 Merkezi S(-3, -2) noktasında olan ve koordinat başlangıcından geçen çemberin 
denklemini bulunuz.

4.	 x² + y² + 3x - 4y = 0 çemberiyle ortak merkezli olan ve A(-3, 4) noktasından geçen 
çemberin denklemini bulunuz.

5.	 Aşağıdaki noktalardan geçen çemberin denklemini yazınız:
a) A(7, 1), B(5, 5), C(-2, 4)				    b) A(0, 1), B(2, 0), C(3, -1)

4.13. Doğru ve Çemberin Karşılıklı Durumları

(x - x₀)² + (y - y₀)² = r² denklemiyle verilen bir çember ve Ax + By + C = 0 genel 
denklemiyle bir doğru verilmiş olsun. Verilen doğru, çemberi iki noktada, bir noktada 
keser veya çemberle ortak noktası yoktur, bu da aşağıdaki sistemin

			 

iki, bir veya sıfır çözümü olmasına bağlıdır. O zaman doğrunun sırasıyla çemberi kes-
tiğini, çembere teğet olduğunu veya doğru çemberi kesmediğini söyleriz.

Temel geometriden bildiğimiz gibi: Çemberin merkezinden doğruya olan uzaklık 
çemberin yarıçapından küçükse, doğru çemberi keser; çemberin merkezinden doğruya 
olan uzaklık çemberin yarıçapına eşitse, doğru çembere teğettir; ve çemberin merke-
zinden doğruya olan uzaklık çemberin yarıçapından büyükse, doğru çemberi kesmez. 
Noktadan doğruya olan uzaklık formülünü kullanarak, şunu elde ederiz:
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•	 Doğru, çemberi iki noktada keserse, ’dir.

•	 Doğru, çembere teğet ise, ’dir.

•	 Doğru, çemberi kesmezse, ’dir.

Alıştırma 1. (x - 1)² + (y - 2)² = 4 çemberinin x + y - 5 = 0 doğrusu ile kesişim nok-
talarını bulunuz.

Çözüm.  koşulundan, doğrunun çemberi kestiği sonucu elde 

edilir. Kesişim noktalarının koordinatları, hem doğrunun denklemini hem de çemberin 
denklemini sağlar. O halde, kesişim noktalarının koordinatlarını belirtmek için şu sis-
temi çözüyoruz:

			 

İlk denklemde y = 5 - x yerine koyarsak, kökleri x₁ = 1 ve x₂ = 3 olan x² - 4x + 3 
= 0 denklemini elde ederiz. O zaman, ikinci denklemden y için y₁ = 4 ve y₂ = 2 
elde ederiz. Bu nedenle, verilen doğru çemberi (1, 4) ve (3, 2) noktalarında keser. 

Alıştırmalar

1.	 x - y - 4 = 0 doğrusunun x² + y² + 2x - 4y - 20 = 0 çemberi ile ortak noktalarını 
bulunuz.

2.	 3x + y + 2 = 0 doğrusunun x² + y² - 4x + 6y - 12 = 0 çemberinden kestiği kirişin 
uzunluğunu bulunuz.

PEKİŞTİRME ALIŞTIRMALARI

1.	 Köşelerinin koordinatları A(-5, 5), B(7, -3) ve C(3, 1) olan ABC üçgeninin çevre-
sini hesaplayınız.

2.	 Verilenlere göre, AB doğru parçasını λ oranında bölen M noktasının koordinatlarını 
bulunuz: 

a)  A(10, 3), B(-2, -5)   ve                   b)  A(-2, -5), B(13, 5) ve .
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3.	 A(1, 1), B(-1, 3) ve C(2, 0) noktaları aynı doğru üzerindedir. A noktasının CB doğru 
parçasını hangi oranda böldüğünü bulunuz.

4.	 AB, BC ve CA doğru parçalarının üzerinde bulunduğu doğruların denklemleri 
sırasıyla 2x + 3y - 5 = 0, 3x + 2y = 0 ve 4x + y - 5 = 0’dır. M noktası BC doğru parçasını 
λ = 2 oranında böler. AM doğrusunun denklemini bulunuz.

5.	 M₁(-7, 2) ve M₂(3, -5) noktalarından geçen doğrunun denklemini bulunuz.

6.	 A(1, 9), B(-2, 3) ve C(-5, -3) noktalarının aynı doğru üzerinde olduğunu ispatla-
yınız.

7.	 A(-2, -1), B(1, 2) ve C(-1, 4) noktaları veriliyor. ABCD paralelkenar ise D nokta-
sının koordinatlarını yazınız.

8.	 A(3, 3), B(-2, 3) ve C(-1, 0) noktaları veriliyor. ABC üçgeninin ikizkenar olduğunu 
ispatlayınız.

9.	 M(2, 3) noktasının aşağıdaki doğrulara olan uzaklığı d’ yi bulunuz:
a) 3x + 4y - 25 = 0						      b) 12x - 5y + 4 = 0

10.	  Köşelerinin koordinatları A(3, 2), B(5, 4) ve C(1, 4) olan ABC üçgeninin ke-
narortaylarının denklemlerini yazınız.

11.	 Köşelerinin koordinatları A(-8, 1), B(1, 2) ve C(-5, -3)olan  ABC üçgeninin T 
ağırlık merkezinin koordinatlarını yazınız.

12.	 A(-2, -2), B(7, 1) ve C(3, 3) noktaları veriliyor. Aşağıdakileri bulunuz:
a) AB doğru parçasının uzunluğunu, 
b) C noktasının AB doğrusuna olan uzaklığını, 
c) ABC üçgeninin alanını.

13.	 İki kenarı 5x - 12y - 65 = 0  ve  5x - 12y + 26 = 0 doğruları üzerinde bulunan 
bir karenin alanını hesaplayınız.

14.	 M(-3, 8) noktasından geçen ve koordinat eksenleri ile alanı P = 6 olan bir üçgen 
oluşturan doğrunun denklemini yazınız.

15.	 İkizkenar bir üçgenin tabanı x - 2y + 3 = 0 doğrusu üzerinde, bir kenarı 4x + y 

+ 5 = 0 doğrusu üzerinde ve diğer kenarı  noktasından geçiyor.

a) Verilen üçgenin ağırlık merkezinin koordinatlarını yazınız. 
b) Üçgenin alanını hesaplayınız.
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16.	 ABCD dörtgeninin AB, BC, CD ve DA kenarları sırasıyla 5x + y + 13 = 0,  2x 
- 7y - 17 = 0,  3x + 2y - 13 = 0  ve  3x - 4y + 17 = 0 denklemleriyle veriliyor. Verilen 
dörtgenin köşegenlerinin üzerinde bulunduğu doğruların denklemlerini belirtiniz.

17.	 Çapı, 3x - 4y + 12 = 0 doğrusunun koordinat eksenleri arasındaki doğru parçası 
olduğu çemberin denklemini yazınız.

18.	 Merkezi  x - y - 2 = 0 doğrusu üzerinde bulunan ve A(2, 3) ve B(-4, -1) nokta-
larından geçen çemberin denklemini yazınız.
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5. KOMBİNASYONLUK VE OLASILIK

Bu konuda, sonlu sayıda elemanı olan bir kümeden belirli koşullara göre tüm eleman 
gruplarını seçme yollarını ve bu tür oluşturulmuş tüm eleman gruplarının sayısını nasıl 
belirleyeceğimizi inceleyeceğiz.

5.1. Permütasyonlar

Tanım. Sonlu sayıda elemanı olan bir A kümesi verilmiş olsun. A kümesindeki tüm 
elemanların her farklı sıralanmasına permütasyon denir.

Bazı sıralanmalarda elemanların tekrar etmesi söz konusu olabilir, bu nedenle tek-
rarsız ve tekrarlı permütasyonlar vardır.

Tekrarsız Permütasyonlar
Verilen bir kümenin permütasyonlarının sayısını hesaplama yöntemini belirlemeden 

önce, bazı işaretlemeleri tanıtacağız ve somut bir örnek inceleyeceğiz.
A kümesinin n elemanı olsun. Kümenin elemanlarının tekrarsız permütasyonlarının 

sayısını P(n) ile göstereceğiz.
Örnek 1. Verilen A kümesinin tekrarsız permütasyonlarının sayısını belirtiniz:
a) A = {1, 2}				    b) A = {1, 2, 3}				    c) A = {1, 2, 3, 4}
Çözüm. a) Bu iki elemanın iki farklı sıralanması mümkündür, yani 12, 21. Yani P(2) 

= 2 dir.
b) Elemanların altı farklı sıralanması mümkündür, yani 123, 132, 213, 231, 312 ve 

321, bu nedenle P(3) = 6 dır.
Önce 1 rakamını seçersek, üç basamaklı sayıda 1 sayısı üç farklı yerde bulunabilir. 

1 rakamının sabit bir seçimi için, 2 rakamı iki farklı yerde konumlandırılabilir. İki ra-
kamın sabit bir seçimi için, son rakam yalnızca bir şekilde seçilebilir. Yani rakamların 
seçilebileceği yol sayısı  3 · 2 · 1’dir.

c) Elemanların 24 farklı sıralanması mümkündür, yani 

Demek ki,  P(6) = 24’ tür.
Permütasyonların oluşturulma yöntemini inceleyelim. b) örneğinde yapıldığı gibi, 

1 rakamı dört basamaklı sayıda dört farklı yere konumlandırılabilir. 1 sabitlenirse, 2 
rakamı üç farklı yere yerleştirilebilir. 1 ve 2 rakamlarının sabit bir pozisyonu için, 3 
rakamı iki farklı yere yerleştirilebilir. Son olarak 1, 2 ve 3 rakamlarının sabit bir po-
zisyonu için, 4 rakamı yalnızca bir şekilde seçilebilir. Dolayısıyla tüm sıralanmaların 
sayısı ‘dir.
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Genel olarak, n elemanlı bir küme için, ilk elemanı n yere, ikinciyi n - 1 yere vb., son 
elemanı 1 yere yerleştirebiliriz. Yani n elemanın farklı sıralanmasının (permütasyonla-
rının) sayısını  çarpımı yardımıyla hesaplayacağız.

 sayısına n faktöriyel denir ve n! ile gösterilir. 
Tanım gereği 0! = 1 olduğunu varsayıyoruz.
Yukarıdakilere göre, n elemanlı bir kümenin tekrarsız permütasyonlarının sayısı 

P(n) = n!’dir.

Örnek 2.   0, 1, 2, 3, 4 rakamlarından kaç farklı beş basamaklı sayı oluşturulabilir?
Çözüm. 5 rakamdan  beş basamaklı sayı oluşturulabilir. Bu 

sayıdan, ilk rakamı 0 olan permütasyonların sayısını, yani ’ ü 
çıkarmamız gerekiyor. Yani, verilen beş rakamdan oluşan beş basamaklı sayıların sayısı:

’dır. 

Tekrarlı Permütasyonlar
Tekrarlı permütasyonların sayısını belirleyeceğimiz formülü belirtmeden önce, aşa-

ğıdaki örneği inceleyelim.
Örnek 2. Her sayıda 1 rakamı üç kez ve diğer rakamlar yalnızca bir kez görünecek 

şekilde, 1, 2, 3 rakamlarından oluşturulabilecek tüm beş basamaklı sayıların sayısını 
belirtiniz.

Çözüm. Bu tür tüm beş basamaklı sayıları listeleyelim:

İstenen özelliğe sahip toplam 20 farklı beş basamaklı sayı elde ettik. Farklı rakam-
larla yazılmış tüm beş basamaklı sayıların sayısı ’dir. Bu 
durumda, 1 rakamı her beş basamaklı sayıda üç kez göründüğü için, bu 120 sayıda aynı 
olanlar olacaktır. Aynı sayılar, 1 rakamının üç aynı yerde permütasyonları için elde edilir 
ki bu da P(3) = 3!  dir. İstenen özelliğe sahip tüm farklı beş basamaklı sayıların sayısını 

 bölümünden elde edeceğiz. 

Bir elemanın k kez tekrar ettiği (k ≤ n) ve diğerlerinin her birinin tam olarak bir kez 
tekrar ettiği n elemanın permütasyonlarının sayısı  formülü ile belirtilir. Bu 
permütasyonlara tekrarlı permütasyonlar denir.

Genel olarak, bir elemanın k₁ kez, ikincinin k₂ kez, ..., m-inci elemanın kₘ kez tekrar 
ettiği n elemanın tüm tekrarlı permütasyonlarının sayısı  ile gösterilir. 
Bu tür permütasyonlarda k₁ + k₂ + ... + kₘ ≤ n olduğunu not ediyoruz ve tüm permütas-

yonların sayısı  ile hesaplanır.
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Örnek 3. 1 ve 2 rakamlarından, 1 rakamı 3 kez ve 2 rakamı 2 kez tekrarlanacak 
şekilde kaç beş basamaklı sayı oluşturulabilir?

Çözüm. Bu tür tüm beş basamaklı sayıları listeleyelim: 11122, 11212, 
12112, 21112, 11221, 12121, 21121, 12211, 21211, 22111, yani istenen sayı 

.

Alıştırma 1. 1, 2, 3 ve 4 rakamlarından, 1 rakamı iki kez, 2 rakamı üç kez ve 3 ve 4 
rakamları birer kez tekrarlanacak şekilde kaç yedi basamaklı sayı oluşturulabilir?

Çözüm. İstenilen sayı 

Alıştırma 2.   2, 2, 3, 3, 3, 5, 5, 5 rakamlarından kaç sekiz basamaklı sayı oluşturu-
labilir?

Çözüm. 

Alıştırmalar

1.	 Bir kütüphanedeki bir rafta 5 farklı kitap kaç farklı şekilde düzenlenebilir?
2.	 6 öğrenci bir sıraya kaç farklı şekilde oturabilir?
3.	 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 rakamlarından 4 ile başlayan kaç altı basamaklı sayı oluşturula-

bilir?
4.	 Her biri tam olarak bir kez yazılacak şekilde 2, 3 ve 4 rakamlarını içeren tüm üç 

basamaklı sayıların toplamı kaçtır?

5.2. Varyasyonlar

Tekrarsız Varyasyonlar
Varyasyon kavramını incelemeden önce bir örneğe bakalım.
Örnek 1. Bir satranç olimpiyatında, 3 kişilik takımlar o şekilde oluşturulmalıdır 

ki, birinin birinci tahtada, diğerinin ikinci tahtada ve üçüncünün üçüncü tahtada oy-
nayacaktır.  6 satranç oyuncusundan oluşan bir takımdan kaç farklı üç kişilik takım 
oluşturulabilir?

Çözüm. Oyuncuları 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 ile işaretleyelim. Takımın ilk üyesinin seçimi 
6 şekilde yapılabilir. İlk üye olarak 2 numaralı oyuncu seçilmiş olsun. O zaman ikin-
ci üye 1, 3, 4, 5 ve 6 numaralı oyunculardan seçilebilir, yani bu 5 şekilde yapılabilir. 
Bu, ilk iki oyuncunun seçiminin 6 · 5 = 30 şekilde yapılabileceği anlamına gelir. İlk 
iki oyuncu için 2 ve 4’ü seçtiysek, o zaman üçüncü oyuncu için 1, 3, 5 ve 6’den birini 
seçme seçeneğimiz  
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vardır, yani bunu 4 şekilde yapabiliriz. Demek ki, 6 satranç oyuncusundan oluşan bir 
takımdan 3 kişilik bir takım 30 · 4 = 120 şekilde oluşturulabilir.

Bu alıştırmayı çözerken, 6 farklı elemandan 6 · 5 · 4 = 120 farklı sıralı üçlü oyuncu 
oluşturabileceğimizi fark ettik.

Tanım. A, n elemanlı bir küme olsun. A kümesinin farklı elemanlarının sıralı her 
k-lısı, k ≤ n için, n  elemanın k sınıflı tekrarsız varyasyonu olarak adlandırılır.

n elemanlı bir kümenin k sınıflı bir varyasyonunun aynı zamanda o n elemanlı kü-
menin bir permütasyonu olduğunu not ediyoruz.

İki varyasyon birbirinden farklıdır, eğer en az birer farklı elemanı varsa veya farklı 
bir sırayla sıralanmış aynı elemanlara sahipse.

n elemanlı k sınıflı varyasyonlarının sayısı  ile gösterilir.

Alıştırma 1. 1, 2, 3, 4, 5, 6 ve 7 rakamlarından, hiçbir rakamın tekrarlanmadığı kaç 
dört basamaklı sayı oluşturulabilir?

Çözüm. Dört basamaklı sayının ilk rakamı 7 şekilde, ikincisi 6 şekilde, üçüncüsü 5 
şekilde ve dördüncüsü 4 farklı şekilde seçilebilir. Bu nedenle, istenen dört basamaklı 
sayıların sayısı 7 · 6 · 5 · 4 = 840’tır.

Bir k-lıdaki ilk elemanın n şekilde, ikincisinin n - 1 şekilde vb. seçilebileceğini dik-
kate alarak, k-ıncı elemanın n - (k - 1) şekilde seçilebileceğini, dolayısıyla n elemanın 
k sınıflı varyasyonlarının sayısının şu şekilde elde ederiz:

n! = n(n - 1)...(n - k + 1)(n - k)...(n - k - 1)...2 · 1 = 
= n(n - 1)...(n - k + 1)(n - k)! olduğundan,

 elde edilir. 

Buna göre,  formülü, n elemanın k -sınıflı varyasyonlarının sayısıdır.

Alıştırma 2. Bir öğrencinin günde 5 farklı derse girmesi gerekiyorsa, 9 ders kaç 
şekilde düzenlenebilir?

Çözüm. 9 dersin günde 5’erli farklı düzenlemelerinin sayısı, aslında 9 elemanın 

5’inci sınıflı varyasyonlarının sayısıdır. Buna göre, 

Tekrarlı Varyasyonlar
Tanım. Bir A kümesinin n elemanının k -sınıflı tekrarlı varyasyonu, o kümenin 

elemanlarının her sıralı k-lısıdır.
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Örnek 2. 1, 3, 5 rakamlarından kaç iki basamaklı sayı oluşturulabilir?
Çözüm. Bu ödevde her rakamın yalnızca bir kez bulunması gerekmediğini not edi-

yoruz. Bu nedenle, istenen iki basamaklı sayılar şunlardır: 11, 13, 15, 31, 33, 35, 51, 
53, 55. Bunların sayısı 9 = 3²’dir.

n elemanlı bir kümenin k sınıflı tekrarlı varyasyonlarının sayısını belirlemek için, 
önce k = 1 sınıflı n elemanlı kümenin tüm varyasyonlarının sayısını inceleyelim. Bu sayı 
n’dir, yani incelenen kümenin eleman sayısına eşittir. k = 2 sınıflı tüm varyasyonları, 
önceki sınıftaki her varyasyona kümedeki her elemanın eklenmesiyle elde edilecektir. 
Bu şekilde  n · n = n² varyasyon elde edilir. Benzer şekilde, k sınıflı varyasyonlarının 
sayısı, k - 1 sınıflının her varyasyonuna kümedeki her elemanın eklenmesiyle elde edi-
lecektir. Bu nedenle, n elemanın k -sınıflı tüm tekrarlı varyasyonlarının sayısı 
ile gösterilir ve  formülü ile belirlenir.

Alıştırma 3. a, b, c, d, e elemanlarının 4 sınıflı tekrarlı varyasyonlarının sayısı kaçtır?

Çözüm. 

Alıştırma 4.  1, 3, 5 rakamlarından kaç beş basamaklı sayı oluşturulabilir?

Çözüm.  olduğuna göre, aranılan türden 243 beş basamaklı sayı oluş-
turulabilir.

Alıştırmalar

1.	  Mile, arkadaşının telefon numarasının altı farklı rakamdan oluştuğunu biliyordu 
ve ilk üç rakamı hatırlıyordu. Arkadaşının numarasını tahmin etmek için telefonda kaç 
rakam seçmesi gerekiyor?

2.	 1, 2, 3, 4, 5 rakamlarından farklı rakamlarla kaç dört basamaklı sayı yazılabilir?

3.	  ve ’ün değerlerini belirleyiniz.

4.	  = 42 ise p’nin değerini belirleyiniz.

5.	 10 ·  =  ise n’yi bulunuz.

5.3. Kombinasyonlar

Tekrarsız Kombinasyonlar
Verilen bir kümedeki elemanları seçmenin bir sonraki yolunu incelemeden önce, 

aşağıdaki örneği inceleyelim.
Örnek 1. Bir matematik yarışmasına, bir okuldan üçer öğrenci içeren takımlar katı-

lır. Bir okuldan kaç farklı takım oluşturulabilir, eğer takım seçimi toplam 6 öğrenciden 
yapılıyorsa?
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Çözüm. Bu ödevde takım üyelerinin sırasının önemli olmadığını not ediyoruz. Öğ-
rencileri 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 ile işaretleyelim. Tüm sıralı üçlülerin sayısı 6 · 5 · 5 4 = 120’dir. 
Biz sadece üç elemanlı üçlüler, yani alt kümelerle ilgileniyoruz, sıralı üçlülerle değil. 
Bu nedenle, üç öğrenciden oluşan bir kümeden kaç farklı sıralı üçlü oluşturulabileceğini 
inceliyoruz. Bunlar 3 elemanın permütasyonları kadardır, yani P3 = 6’dır. Buna göre, 
6 öğrenciden oluşan 3 öğrencilik takımların sayısı, öğrencilerin takımdaki sıralaması 
dikkate alınmadan, 120 : 6 = 20 olacaktır. Yani 20 farklı takım oluşturulabilir.

Tanım. A, n elemanlı sonlu bir küme ve k ≤ n olsun. A kümesinden k farklı elemanın 
her seçimine, n elemanın k -sınıflı tekrarsız kombinasyonu denir.

n elemanın k sınıflı tüm kombinasyonlarının sayısı  ile gösterilir.

Aslında, elemanların sırasının önemli olduğu n elemanın tüm alt kümelerinin seçimi, 

n elemanın k -sınıflı bir varyasyonunu verir, yani ‘dir, dolayısıyla 
bölümünü basitleştirerek şunu elde ederiz:

			 

Bu nedenle, n elemanın k -sınıflı tüm kombinasyonlarının sayısı  

			 

formülüyle hesaplanacaktır.

 genellikle,  işaretiyle de gösterilir: “n üzerinde k” olarak okunur ve binom 

katsayısı olarak adlandırılır. Yani ‘dir.

Alıştırma 1. a, b, c, d, e elemanlarının 1’den 5’e kadar sınıflarının tekrarsız kombi-
nasyonlarının sayısını bulun.

Çözüm. 

Aşağıdaki özellikler basit kontrollerle kanıtlanabilir:

a)	 			   b)	 			   c)	

ç)	
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Alıştırma 2.  ‘in değerini bulunuz.

Çözüm. 

Alıştırma 3. Herhangi üçü aynı doğru üzerinde olmayan 8 noktadan kaç doğru 
oluşturulabilir?

Çözüm. Bir doğrunun iki nokta ile tanımlandığını ve AB doğrusunun BA doğrusu ile 
aynı olduğunu biliyoruz. Yani, 8 elemanın 2. sınıf kombinasyonları sözkonusu olduğunu, 

yani  doğru elde edilir. 

Tekrarlı Kombinasyonlar
a, b, c elemanları verilmiş olsun. Bunlardan ikinci sınıflı 3 kombinasyon oluşturula-

bilir, yani {a, b, c} kümesinin tam olarak iki elemanı olan üç alt kümesi vardır. Bunlar, 
elemanların sırasının önemli olmadığı ab, ac ve bc kombinasyonlarıdır. Elemanların 
tekrarlanmasına izin verirsek kaç tane iki elemanlı kombinasyon oluşturulabileceğini 
görelim. Tüm bu kombinasyonları listeleyelim: aa, ab, ac, bb, bc ve cc. Bunların altı 
tane olduğunu görüyoruz.

Tanım. A, n elemanlı sonlu bir küme ve k doğal sayı olsun. Bazı elemanların birden 
çok kez seçilebildiği ve seçme sırasının önemli olmadığı A’dan k elemanın her seçimine, 
n den k - sınıflı tekrarlı kombinasyonu denir.

Tekrarlı k -sınıflı tüm kombinasyonlarının sayısı  ile gösterilir. 

Örnek 2.  sayısını belirtelim.
Çözüm. Üç eleman a, b, c  seçiyoruz. Bu elemanlar için 4. sınıflı tüm tekrarlı kom-

binasyonlarını yazalım:
aaaa, aaab, aaac, aabb, aabc, aacc, abbb, abbc, abcc, accc, bbbb, bbbc, bbcc, bccc, 

cccc.
Demek ki, ‘dir. 
k -sınıflı n elemanının tekrarlı kombinasyonlarının sayısı için şu formül geçerlidir:

Bu arada, sınıftaki eleman sayısı n’den büyük olabilir, yani k > n.

Alıştırma 4. a, b, c, d, e, f elemanlarının 1’den 4’e kadar sınıflı tekrarlı kombinas-
yonlarının sayısını belirtiniz.
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Alıştırmalar

1.	 Bir altıgenin altı köşesinden kaç farklı üçgen oluşturulabilir?
2.	  ise, n’yi bulunuz.
3.	 Bir sekizgenin kaç köşegeni vardır?
4.	   ise, n’yi bulunuz.
5.	 İkinci sınıf tekrarlı kombinasyonlardan 276 kombinasyon oluşturmak için en az 

kaç eleman gerekir?

5.4. Binom Formülü

Şu binomların çarpımını inceleyelim:
(X + a)(x + a) = (x + a)² = x² + 2ax + a²
(x + a)(x + a)(x + a) = (x + a)³ = x³ + 3ax² + 3a²x + a³
(x + a)(x + a)(x + a)(x + a) = (x + a)⁴ = x⁴ + 4ax³ + 6a²x² + 4a³x + a⁴
Son eşitlikteki 1, 4, 6, 4, 1 katsayıları, sırasıyla 4 elemandan 0, 1, 2, 3 ve 4. sınıf 

kombinasyonlarının sayısına eşittir, yani şu şekilde yazılabilirler:

O halde bu eşitlik şu şekilde yazılabilir:

Benzer şekilde, 6 binomun çarpımından şu sonuca varırız:

Önceki formüllerde katsayı olarak daha önce binom katsayıları olarak adlandırdı-
ğımız sayılar ortaya çıktı. İsimleri, her binomun herhangi bir kuvvetinin açılımındaki 
katsayılar olmalarından gelir.
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Herhangi bir doğal sayı n ve a için, aşağıdaki eşitliğin geçerli olduğu ispatlanabilir:

Elde edilen formüle binom formülü denir ve (x + a)n biçimindeki herhangi bir bi-
nomun derecesini polinom biçiminde yazmanın basit bir yolunu sağlar.

Örnek 1.

(x - a) binomu için binom formülü benzer şekilde elde edilir. Yani, a yerine (-a) ko-
yarsak, a’yı içeren terimler, eğer a tek dereceli bir üsse sahipse negatif işarete ve eğer 
a çift dereceli bir üsse sahipse pozitif işarete sahip olacaktır, yani:

Örnek 2. (y + 2)⁷ kuvvetinin açılımındaki üçüncü terimi bulunuz.
Çözüm.  x = y, a = 2 ve n = 7 için, binom formülünden  

elde edilir.

Binom katsayıları, Pascal üçgeni adı 
verilen bir üçgende görsel olarak temsil 
edilebilir. İçinde, birler hariç her sayı, he-
men üstündeki sayıların sol ve sağında-
ki sayıların toplamıdır. Bu aslında Pascal 
kuralıdır.

Binom formülünde x = a = 1 koyarsak şunu elde ederiz:

k elemanlı kümelerin kombinasyonlarının sayısının, n elemanlı bir kümenin tüm k ele-
manlı alt kümelerinin sayısı olduğunu bildiğimiz için, önceki eşitliğe göre, n elemanlı 
bir kümenin 2ⁿ alt kümesi olduğu sonucuna varırız.
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Alıştırmalar

Aşağıdakileri binom formülü kullanarak açınız:

7.  kuvvetinin açılımındaki beşinci terimi bulunuz.

5.5. Klasik Olasılık

Olasılık teorisi, şans oyunlarıyla ilgili problemleri inceleyerek, ortaya çıkan mate-
matiğin nispeten genç bir dalıdır. Matematik çerçevesinde ortaya çıkmasına rağmen, 
olasılık teorisi gerçek onayını, ortaya çıkması, varlığı ve ilişkileri önceden kesin olarak 
belirlenmemiş ve zaman ve mekanda değişmez olmayan çeşitli olayların ve bunların 
ilişkilerinin araştırılmasında istatistik çerçevesinde almıştır.

Olasılık teorisinde ve özellikle uygulamasında deney ve olay kavramları temel kav-
ramlardır. Bu terimlerin ne anlama geldiğini açıklamak için birkaç örneği inceleyeceğiz.

Örnek 1. Bir madeni parayı havaya atarsak, bir düzleme düştükten sonra üst tara-
fında “yazı” veya “tura” görünecektir. Parayı bir düzleme atarak ve düşürerek, sonucu 
şu sonuçlardan biri olabilen bir “deney” gerçekleştirmiş oluruz:

a) paranın üst tarafında “yazı” göründü, 
b) paranın üst tarafında “tura” göründü.

Örnek 2. Bir düzleme (masaya) iki zar atma “deneyini” inceleyelim. Bu deneyin 
sonucunu nasıl tanımlayabiliriz? Zarları numaralandırırsak, birini birinci (veya örneğin 
kırmızı renkte boyanmış) ve diğerini ikinci (mavi renkte boyanmış) olarak saymakla, 
bir yol belirtmiş oluyoruz. Her birinin üst tarafında görünen nokta sayısını yazarız. Bu 
anlamda, her sonuç, yani sonuç, (x, y) sıralı çifti olarak temsil edilebilir, burada x birinci 
zarda görünen nokta sayısı ve y ikinci zarda görünen nokta sayısıdır.

Bu şekilde, deneyin tüm olası sonuçları şu küme ile tanımlanabilir:

Yani, çeşitli olayları incelerken, belirli bir koşullar kümesinin (madeni para atma, 
zar atma vb.) gerçekleşmesini gözlemleyebiliriz. Deney olarak, belirli bir koşullar kü-
mesinin bir gerçekleşmesini anlayacağız.

 



141

KOMBİNASYONLUK VE OLASILIK

Birden fazla sonuç mümkün olduğunda ve bu sonuçlardan hangisinin gerçekleşece-
ğini önceden belirleyemediğimizde, deneye rastgele deney diyoruz.

Olasılık teorisinin çalışma konusu, aşağıdaki koşulları sağlayan deneylerdir:
•	 aynı koşullar altında sınırsız sayıda tekrarlama imkanı (gerçek veya soyut);
•	 deneyin gerçekleştirilmesi sırasında olası sonuçların (çıktıların) kümesinin 

önceden bilinmesi;
•	 her deneyde olası sonuçlardan yalnızca birinin gerçekleşebilmesi.

Ancak, gerçekleşmesi veya sonucu kesin olarak belirlenmiş yasalara göre elde edilen 
deneyler de vardır. Bu tür deneylere deterministik deneyler denir.

Örnek 3. Deterministik deney örnekleri, Newton’un mekanik yasası ve Newton’un 
evrensel çekim yasasıdır. Bu deneylere dayanarak, geçmişte olanlar açıklanabilir ve 
gelecekte ne olacağı tahmin edilebilir.

Örnek 4. Ay veya Güneş tutulmasının gelecekte ne zaman gerçekleşeceği ve geç-
mişte ne zaman gerçekleştiği hesaplamalarla belirlenebilir.

Her rastgele deneye, o deneyin tüm olası sonuçlarının kümesi olan bir Ω kümesi 
atayabiliriz. Bu Ω kümesine temel olaylar kümesi veya örneklem uzay denir ve her 
elemanına temel olay veya örneklem nokta denir. Ω kümesinin her A alt kümesine 
rastgele olay veya sadece olay denir. Yani, Ω kümesi kesin olaydır, çünkü deney ger-
çekleştirildiğinde temel olaylardan biri her zaman gerçekleşir. Boş küme Ω’nın bir alt 
kümesidir, ancak asla gerçekleşemez, bu nedenle bu imkansız bir olaydı. Ω’nın her boş 
olmayan alt kümesi olası bir olaydır. Birkaç örnek deney, karşılık gelen temel olaylar 
uzayı ve rastgele olayları inceleyeceğiz.

Örnek 5. Bir madeni parayı havaya atma deneyinde, temel olaylar kümesi Ω = {Y, 
T}’dir, burada Y, “madeni paranın üst tarafında yazı göründü” olayını ve T, “madeni 
paranın üst tarafında tura göründü” olayını gösterir.

Örnek 6. Deney, bir madeni parayı iki kez havaya atmaktan oluşur. Olayları ince-
leyelim:

A: iki atışta da yazı geldi, 
B: iki atışta da tura geldi, 
C: ilk atışta yazı ve ikinci atışta tura geldi, 
D: ilk atışta tura ve ikinci atışta yazı geldi.
Bu deney için temel olaylar kümesi 
Ω = {YY, TT, YT, TY} kümesidir.
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A olayı, ilk ve ikinci atışta yazının geldiğini, yani ilk ve ikinci atışta sonucu tek olarak 
belli bir şekilde belirlediğini gösterir. Aynı şey, sonucu ilk ve ikinci atışta tek olarak belli 
bir şekilde belirleyen B temel olayı için de geçerlidir.

Ω örneklem uzay kümesinin bu şekilde yazılmasıyla, ilk ve ikinci atışlardaki sonuçlar 
tek olarak belli bir şekilde belirlenir. F = {YY, TT} olayı, her iki atışta da madeni paranın 
aynı tarafının geldiği rastgele olayı tanımlar. G = {YT, TY} olayı ise her iki atışta da 
madeni paranın farklı tarafının geldiği rastgele olayı tanımlar.

Örnek 7. Kenarları 1, 2, 3, 4, 5, 6 sayılarıyla işaretlenmiş bir zar iki kez havaya atılır. 
Örneklem uzay Ω kümesi aşağıdaki 36 sonuçtan oluşur:

Yazılan sonuçların 1, 2, 3, 4, 5, 6 elemanlarının tekrarlı 2. sınıf varyasyonları oldu-
ğuna dikkat edin.

Örnek 8. 8’i beyaz ve 4’ü siyah olmak üzere n = 12 top içeren bir kutumuz olduğunu 
varsayalım. Tüm topların eşit olduğunu ve beyaz bir top çekmek istediğimizi varsaya-
lım. Beyaz bir top çekersek, bu olumlu bir olaydır, siyah bir top çekersek, bu olumsuz 
bir olaydır.

Verilen bir deneyde tüm temel olayların eşit olasılıkta olduğunu varsayacağız.

Tanım. A olayının gerçekleşme olasılığı, olumlu örneklem (temel olayların) sayısı-
nın, o deney için temel olaylar kümesindeki tüm olası temel olayların sayısına oranıdır.

Bu nedenle, A olayının gerçekleşme olasılığını P(A) ile, olumlu temel olayların 
sayısını m ile ve tüm olası temel olayların sayısını n ile gösterirsek, şunu elde ederiz:

Örnek 8’deki beyaz bir top çekme olayı A için  olduğunu not etmek 
kolaydır.

Örnek 9. Bir oyun zarı havaya atıldığında, zarın üst tarafında beş nokta görünme 
olasılığı nedir?
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Çözüm. Bu deneyde tüm temel olayların sayısı n = 6’dır ve sadece bir tanesi olum-
ludur, yani m = 1’dir. A ile zarın üst tarafında beş nokta görünme olayını gösterirsek, 

 olur. 

Örnek 10. Bir şans oyununda 500 kupon vardır ve bunlardan sadece 30’u ödül ka-
zanır. Ödüllü bir kupon kazanma olasılığı nedir?

Çözüm. Tüm olası olaylar n = 500’dür, bunlardan 30’u olumlu olaylardır. Bu neden-

le, A olayının olasılığı: ödüllü bir kupon kazanmaktır ve ’dır. 

İncelenen örneklerden, A’nın verilen bir deneyle ilgili bir olay olması ve Ω’nın temel 
olaylar kümesi olması durumunda, her zaman 0 ≤ P(A) ≤ 1 olduğunu görebiliriz.

Ayrıca:
•	 P(∅) = 0, çünkü olay imkansızdır,
•	 P(Ω) = 1, çünkü Ω kesin bir olaydır,

Alıştırma 1. Bir mağazada 50 bardaktan %6’sında küçük bir kusur vardı. 6 bardak 
satın alırsak, hiçbirinin kusurlu olmama olasılığı nedir? Satın alınan 6 bardağın tama-
mının kusurlu olma olasılığı var mıdır?

Çözüm. 50 bardaktan 6 bardağın satın alınması, 50 elemanın 6. sınıflı bir kombinas-
yonudur. Bu nedenle, 50 farklı bardaktan 6 bardağın seçilebileceği tüm olası yolların 
sayısı şudur:

Bardakların %6’sında kusur olduğuna göre, 50 bardaktan 47’si kusursuzdur. O za-
man, A olayının olumlu gerçekleşme sayısı, yani seçilen bardakların kusursuz olması, 
47 elemanın 6. sınıflı kombinasyonlarının sayısına eşittir, yani:

Bu nedenle, 6 kusursuz bardak satın alma olasılığı şudur:

Sadece üç bardak kusurlu olduğundan, 6 kusurlu bardak satın almak imkansız bir 
olaydır, yani olasılığı 0’dır.

				    Alıştırmalar

1.	 Bir okulda 400 öğrenci vardı. Bunlardan 48’i tüm derslerden pek iyi başarılı ve 
160’ı pek iyi başarılı, fakat tüm derslerden değil. Karşılaşılacak ilk öğrencinin  

A: tüm derslerden pek iyi başarılı, 
B: pek iyi başarılı, fakat tüm derslerden değil
olma olasılığı nedir?
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2.	 İki madeni para havaya atıldığında ikisinin de tura gelme olasılığı nedir?
3.	 İki zar atıldığında ikisinin de 6 gelme olasılığı nedir?
4.	 İki zar atıldığında ikisinin de aynı sayı gelme olasılığı nedir?
5.	 20’si erkek ve 10’u kız olmak üzere 30 öğrenciden oluşan bir gruptan rastgele 5 

öğrenci seçilir. 5 erkek öğrencinin seçilmesi olayının gerçekleşme olasılığı nedir?
6.	 “matematik” kelimesinden rastgele bir harf seçilir. Seçilen harfin:  

a) “A” harfi, 
b) “T” harfi, 
c) sesli harf 
olma olasılığı nedir?

5.6. Koşullu Olasılık

İki olay A ve B verilmiş olsun. Olaylarla ilgili birkaç işlem inceleyeceğiz:
Tanım. A ve B olaylarının çarpımı, hem A hem de B olaylarının gerçekleştiği zaman 

ve sadece o zaman gerçekleşen olaydır.

A ve B’nin elemanter olay kümelerinin kesişimine ait tüm elemanter olayları içeren 
olaydır. A ve B olaylarının çarpımı AB ile gösterilir.

İki olay aynı anda gerçekleşemezse onlara ayrık olaylar denir. Bunların çarpımı 
imkansız bir olaydır, yani AB = ∅ ve P(AB) = 0’dır.

Tanım. A ve B olaylarının toplamı, A veya B olaylarından en az birinin gerçekleştiği 
zaman ve sadece o zaman gerçekleşen olaydır.

A ve B’nin elemanter olay kümelerinin birleşimine ait tüm elemanter olayları içeren 
olaydır. A ve B olaylarının toplamı A + B ile gösterilir.

Toplamın olasılığı şu formülle hesaplanır:

P(A + B) = P(A) + P(B) - P(AB)

A ve B olayları ayrık ise, P(A + B) = P(A) + P(B)’dir.

Örnek 1. Deney bir zar atmaktır. Şu olayları inceleyelim:
A: zarın üst tarafında en az üç nokta göründü 
B: zarın üst tarafında çift sayıda nokta göründü 
A ve B olaylarının çarpımını ve toplamını belirtelim.
Çözüm. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}  örnek uzay kümesi,  A = {3, 4, 5, 6} ve B = {2, 4, 6}   
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olaylardır. O halde AB = {4, 6}  dir,  A + B = {2, 3, 4, 5, 6} dir. Yani A ve B ayrık 
olaylar değildir, dolayısıyla

, bu da doğrudan hesaplanan   

 değere denktir.

Tanım. A olayının tersi olayı, yalnızca A olayı gerçekleşmediğinde gerçekleşen 
olaydır.

Bu olay, Ω örneklem uzay kümesine göre A olayının örneklem kümesinin bütünleyi-
cisidir ve  ile gösterilir. Ayrıca  ve .

A olayının B olayının gerçekleşmesinden sonra gerçekleştiği, yani A olayının B ola-
yından koşullu olduğu bir durumu inceleyelim.

Tanım. A olayınınn B ye bağlı koşullu olasılığı, B olayı zaten gerçekleştiğinde A 
olayının olasılığıdır ve P(A|B) ile gösterilir.

B olayının gerçekleşmesi koşuluyla A olayının koşullu olasılığı şu formülle hesap-
lanır:

 burada P(B) > 0 dır.

Bu formülden, koşullu olasılık bilindiğinde A ve B olaylarının çarpımının olasılığı 
için  formülünü elde ederiz.

Örnek 2. Deney bir zar atmaktır. 5’ten büyük olmayan bir nokta sayısı göründüğü 
biliniyorsa, tek sayıda nokta görünme olasılığını belirleyiniz.

Çözüm. Önce ödevdeki olayları gösterelim. A olayı tek sayıda nokta görünmesi ve 
B olayı 5’ten büyük olmayan bir nokta sayısı görünmesi olsun. O zaman  ve 

, dir, çünkü AB olayı 5’ten büyük olmayan tek sayıda nokta görünmesi 

olayıdır. Bu nedenle, koşullu olasılık ’tir.

Alıştırma 1. Bir kutuda 4 mavi ve 7 kırmızı top var. Kutudan art arda iki top çekiliyor, 
geri konulmadan. Çekilen iki topun: 

a) mavi olması
b) kırmızı olması
c) farklı renklerde olması olasılığını belirtiniz.
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Çözüm. a) Olayları şu şekilde işaretleyelim:
A₁: İlk çekilen top mavi, A₂: İkinci çekilen top mavi. 
A₁A₂ olayının olasılığını, yani  değerini bulmamız ge-

rekiyor.
Bu eşitlikte  değerini yerine koyarsak, çünkü ilk çekilen top mavi ise kutu-

da 10 top kalır ve bunlardan 3’ü mavidir, o zaman  dir. O halde  

için  elde edilir.  

b) A1 ve A₂ olayları sırasıyla kırmızı top çekme olaylarını temsil edecek şekilde benzer 
şekilde tanımlanırsa,  elde ederiz.

c) Bu durumda, ilk çekilen top kırmızı ise ikinci çekilen topun mavi olması ve tersi 
durumların olasılıklarının toplamını bulmamız gerekiyor. Olayları şu şekilde tanımla-
yalım:

A₁: İlk çekilen top mavi, A₂: İkinci çekilen top mavi. O zaman ters olaylar : İlk 
çevkilen top mavi değil, yani kırmızı, ve : İkinci çekilen top mavi değil, yani kırmı-
zıdır.  ve  olaylarının olasılıklarının toplamını bulmamız gerekiyor. Koşullu 
olasılık formülünü kul

Alıştırmalar

1.	 5 yeşil ve 3 sarı top içeren bir kutudan art arda iki top çekiliyor. Aşağıdaki olayın 
olma olasılığını belirtiniz: 

a) İkinci çekilen top sarı 
b) İlk çekilen top yeşil olduğu bilindiğinde ikinci çekilen topun sarı olması
2.	 7 ile bölünebildiği bilindiğinde, ilk otuz doğal sayıdan bir tek sayı seçme olasılığı 

nedir?
3.	 Deney bir zar atmaktan oluşur. 3’ten büyük olmayan bir sayı göründüğü bilindi-

ğinde, çift sayıda nokta görünme olasılığını belirleyin.
4.	 52 kartlık bir desteden geri konulmadan iki kart çekilir. Çekilen iki kartın da onlu 

olma olasılığını belirtiniz.
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5.7. Olayların Bağımsızlığı. Toplu Olasılık

Bazı deneylerin ve onlarla ilişkili olayların incelenmesi, yeni kavramların oluşturul-
masına yol açar.

Örnek 1. Deney iki zar atmaktan oluşur. Olayları inceleyelim:
A: İlk zarın üst tarafında çift sayı göründü ve B: İkinci zarın üst tarafında tek sayı 

göründü.
A olayının gerçekleşmesinin B olayının gerçekleşmesine bağlı olmadığı açıktır.

Tanım. A olayı, B olayının gerçekleşmesi A olayının olasılığını etkilemiyorsa, yani 
P(A|B) = P(A) ise A olayı B olayından bağımsızdır denir..

A, B’den bağımsız olsun. O zaman

		

Bu, B olayının A olayından bağımsız olduğu anlamına gelir, dolayısıyla A ve B ba-
ğımsız olaylardır.

A ve B bağımsız olaylar ise,  eşitliği geçerlidir.
Ters yönde de doğrudur, yani  ise, A ve B bağımsız olaylardır.
Örnek 1’de olayların bağımsızlığı açıktır, ancak bazen sezgi nedeniyle olayların 

bağımsızlığı hakkında yanlış bir sonuca varabiliriz.

Örnek 2. Deney 52 kartlık bir desteden bir kart çekmekten oluşur. Olayları incele-
yelim:

A: Çekilen kart onlu ve B: Çekilen kart siyah.
A ve B olayları bağımsız mıdır?
Çözüm. Sezgisel olarak, onlu kartların arasında siyah kartlar olduğunu ve tersine 

siyah kartların arasında onlular olduğunu biliyoruz. Bu nedenle, olayların bağımsız 
olmadığını düşünebiliriz.

Açıkça  ve  dır. Bu nedenle,

 yani A ve B olayları bağımsızdır.
Örnek 3. Bir kutuda 3 beyaz ve 7 siyah top ve diğerinde 4 beyaz ve 3 siyah top vardır. 

Her kutunun seçilme olasılığı aynıdır. Şunların olasılığını belirleyin:
a) Rastgele seçilen bir kutudan bir beyaz top çekildi  
b) Beyaz bir top çekildiği biliniyorsa, top çekme işleminin ilk kutudan yapılmıştır.
Şimdiye kadarki tüm örneklerde bir kutudan top çektik, ancak şimdi eşit olasılıkla 

seçilebilecek iki kutumuz var. Bu tamamen farklı bir durumdur ve hesaplama için farklı 
bir prosedür veya formül gerektirir.

A₁, A₂, ..., Aₙ olaylardır ve A₁ + A₂ + ... + Aₙ = Ω, AᵢAⱼ = ∅, i ≠ j için i, j ∈ {1, 2, ..., n} 
olsun. O zaman herhangi bir  olayı için:
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Bu formüle toplu olasılık formülü denir.
Şimdi Örnek 3’te şunu işaretleyelim:
A₁: İlk kutu seçildi, A₂: İkinci kutu seçildi, o zaman A₁A₂ = ∅ ve  ve 

‘dir.

a) B olayını beyaz bir top çekilmiş olarak işaretlersek, o zaman

 ve ‘dir, bu nedenle toplu olasılık formülüne göre şunu 
elde ederiz:

.

b) Burada P(A₁|B)’yi hesaplamamız gerekir, yani 

, bu nedenle a)’dan elde edilen P(B) değerini 

yerine koyarsak şunu elde ederiz:

 elde edilir.

Alıştırmalar

1.	  ve P(B) = p olduğu bilinmektedir.

a) A ve B olayları ayrık olaylar ise p değerini belirtiniz.
b) A ve B olayları bağımsız olaylar ise p değerini belirtiniz.
2.	 Deney üç madeni parayı havaya atmaktan oluşur. Olaylar şunlardır: A: üst tarafta 

üç tura veya üç yazı göründü, B: üst tarafta en az iki yazı göründü ve C: üst tarafta en 
fazla iki tura göründü. Hangi olay çiftleri bağımsızdır?

3.	 Üç kutu verilmiştir. İlk kutuda 5 beyaz ve 3 siyah top, ikinci kutuda 4 beyaz ve 4 
siyah top ve üçüncü kutuda sadece 8 beyaz top vardır. Rastgele bir kutu seçilir ve ondan 
bir top çekilir. Çekilen topun siyah olma olasılığını belirtiniz.

PEKİŞTİRME ALIŞTIRMALARI

1.	 2, 3, 4, 5, 6 elemanlarından oluşturulabilecek tüm permütasyonlardan kaç tanesi 
3 ile başlar?

2.	 0, 2, 4, 6, 8, 9 rakamlarından kaç farklı altı basamaklı sayı oluşturulabilir?
3.	 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 elemanlarının kaç permütasyonu şu şekilde başlar:
			   a) 4			   b) 234			   c) 1234.
4.	 3, 3, 5, 7, 9 rakamlarından kaç beş basamaklı sayı yazılabilir?
5.	 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4 elemanlarının kaç permütasyonu şu şekilde başlar:
			   a) 33			  b) 212			   c) 1234.
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6.	 İkinci sınıflı tekrarsız varyasyonların sayısı 30 ise, kaç farklı eleman vardır?
7.	 n elemandan üçüncü sınıflı tekrarlı varyasyonların sayısı, aynı sayıdaki eleman-

ların üçüncü sınıflı tekrarsız varyasyonlarının sayısından 96 fazladır. Eleman sayısını 
belirleyiniz.

8.	  eşitliğinin doğruluğunu kontrol ediniz.
9.	  eşitliğinin doğruluğunu kontrol ediniz.
10.	  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 elemanlarının beşinci sınıflı tekrarlı kombinasyonlarının 

sayısını bulunuz.
11. İkinci sınıflı tekrarlı kombinasyonların toplam sayısı 15 ise kaç farklı eleman 

vardır?
12.  eşitliğinin doğruluğunu kontrol edin.
13. Verilenlerden n eleman sayısını bulunuz:
		  a)	 			  b)	
14. Üçüncü sınıflı tekrarsız kombinasyonların sayısı, aynı sayıdaki elemanların 

üçüncü sınıflı tekrarlı kombinasyonlarının sayısına göre oranı 2:7 dir.  Eleman sayısını 
bulunuz.

15.  Binomları genişletin:
		  a)	 			  b)	 			   c)	 			  ç)	
 
16. Şunları bulunuz:
a)  binomunun genişlemesindeki üçüncü terim, 

b)  binomunun açılımındaki yedinci terimi.

17. “matematika” kelimesindeki harfleri 10 küp üzerine sırayla yazılmıştır. 3 küp 
rastgele seçilir ve bir dizi halinde sıralanır. Harflerin tekrar edebileceği üç harfli keli-
meler elde edilir. Temel olaylar kümesini yazınız.

a) Temel olaylar kümesinin kaç elemanı vardır? 
b) Elde edilen kelimelerde harf tekrarı olmaması olayı kaç temel olay vardır?
18. Bir masa üzerine bir zar, 1 denarlık ve 5 denarlık madeni para atılıyor. Ondan 

sonra elde edilen sıraya göre nesnelerin üst yüzlerindeki sonuçlar  kaydedilir. Temel 
olaylar kümesinin aşağıdaki olaylara ait alt kümelerini yazınız:

a) Tüm nesnelerde tek sayı değeri, 
b) Tüm nesnelerin değerlerinin toplamı 3’e bölünebilir ancak çift değil, 
c) Zarın değeri, madeni paraların değerlerinin aritmetik ortalamasına eşittir.
19. Kapalı bir kapta 5 beyaz, 10 siyah ve 25 kırmızı top vardı. Bir top çekilir. Çekilen 

topun olasılığını bulunuz:
A1: beyaz top, 
A2: siyah top.
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	 A₂: kırmızı top.
20. Bir oyun zar atıldığında aşağıdakilerin gelme olasılığı nedir:
	 a) üç nokta, 
	 b) üç noktadan fazla.
21. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 sayılarından rastgele bir sayı seçilir. Seçilen sayının 

olasılığı nedir:
	 a) çift sayı, 
	 b) 3 ile bölünebilir sayı, 
	 c) tek olan ve 3 ile bölünebilir sayı.
22. Kapalı bir kapta 1, 2, 3, 4, 5 ile numaralandırılmış 5 özdeş top vardır. Bunlardan 

rastgele 3 tanesi çekilir. Çekilen topların olasılığı nedir:
	 a) 1, 2, 3  numaralı top, 
	 b) içlerinden birinin 4 numaralı top olması.
23. Deney, bir madeni paranın iki kez havaya atılmasından oluşur. Olaylar şunlardır: 

A: ilk atışta tura geldi, B: ikinci atışta tura geldi ve C: tura tam olarak bir kez geldi. 
Hangi olay çiftleri bağımsızdır?
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Modüler Birim 1

1.1

1.	 a) Evet, b) Hayır, c) Evet, ç) Evet.
2.	 a)  fonksiyonun grafiği x -ekseninin üzerinde sürekli bir çizgidir, 

y eksenini (0, 1) noktasında keser ve 3 > 1 olduğundan fonksiyon artandır.
b)  fonksiyonun grafiği x- ekseninin üzerinde sürekli bir çizgidir, 

y eksenini (0, 1) noktasında keser ve  olduğundan fonksiyon azalandır.
c)  fonksiyonun grafiği x ekseninin üzerinde sürekli bir çizgidir, y 

eksenini (0, 1) noktasında keser ve 5.2 > 1 olduğundan fonksiyon artandır.
ç)  fonksiyonun grafiği x -ekseninin üzerinde sürekli bir çizgidir, y 

eksenini (0, 1) noktasında keser ve 0.4 < 1 olduğundan fonksiyon azalandır.
3.	 a)  b)  c)  ç) 
4.	 a) Fonksiyon artandır, b) Fonksiyon azalandır, c) Fonksiyon azalandır, ç) Fonk-

siyon azalandır.
5.	 a) x > y,     b) x < y.

1.3

1.	 a) x = -3,		  b) x = 0,		 c) x = 8.
2.	 a) x = 8,			  b) x = 2,		 c) x = -15,		  d) x₁ = -1 ve x₂ = 4.

3.	 a) x₁ = 0 ve x₂ = 1,	 b) x = -1 ve x₂ = 5,	 c) x₁ = 0 ve 	 ç) x₁ = -1 ve x₂ = 2.

Tekrarlama Alıştırmaları

 
Modüler Birim 2

2.1

1.

2.	 a)  b)  c)  ç)  b)  c)  ç)  b) 

 b) 
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2.4.

1.	 a) Evet, b) Hayır, c) Hayır, ç) Hayır.
2.	 a)  fonksiyonun grafiği I. ve IV. dördülden geçen sürekli bir 

çizgidir ve x eksenini (1, 0) noktasında keser. Fonksiyon monoton olarak artandır çünkü 
5 > 1’dir.

b)  fonksiyonun grafiği I. ve IV. dördülden geçen sürekli bir çiz-
gidir ve x eksenini (1, 0) noktasında keser. Fonksiyon monoton olarak azalandır çünkü 
0,3 < 1’dir.

c)  fonksiyonun grafiği I. ve IV. dördülden geçen sürekli bir çizgidir 
ve x eksenini (1, 0) noktasında keser. Fonksiyon monoton olarak azalandır çünkü 1/7 
< 1’dir.

3.	 a) R⁺,  b) (-9, +∞),  c) (4, +∞),  ç) (-∞, -1) · (0, +∞),  d) (-∞, -1) · (-2/3, +∞)
4.	 a) Monoton azalan,   b) Monoton azalan,   c) Monoton artan.
5.	 a) a,           b) b.

2.5.

3.	 a) Pozitif,      b) Pozitif,     c) Negatif,      ç) Negatif.
4.	 a) y > 0 için x ∈ (0, 1),      y < 0 için x ∈ (1, 100).
b)  y > 0 için x ∈ (-1, +∞),  y < 0 için x ∈ (-2, -1),   c) y > 0 için x ∈ (1, 2), y < 0 için 

x ∈ (2, +∞).



6
π

3
π 2

3
π 5

6
π 7

6
π 4

3
π 5

3
π 11

6
π

sinα  1
2

3
2

3
2

1
2

1
2

− 3
2

−
3
2

−
1
2

−

cosα  3
2

1
2

1
2

− 3
2

−
3
2

−
1
2

−
1
2

3
2

tgα  3
3

3 3− 3
3

−
3
3

3 3− 3
3

−

ctgα  3 3
3

3
3

−
3− 3 3

3
3
3

−
3−

153

Cevaplar ve tavsi̇yeler

Tekrarlama Alıştırmaları

Modüler Birim 3

1. a) II dördül, b) I dördül, c) II dördül. 2.  
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3.3.

1. a) Negatif işaret, b) Pozitif işaret, c) Negatif işaret, ç) Negatif işaret.  2. a) Negatif 
işaret, b) Negatif işaret, c) Pozitif işaret. 3. a) I veya III dördül, b) III veya IV dördül.
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4.1.
1.	 a) II. dördülde, b) II. dördülde, c) III. dördülde, ç) I. dördülde, d) x ekseninde, e) y 
ekseninde, f) x ekseninde, g) y ekseninde.
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